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தொகை நுண் கணிதம் 


dix 


= 


எனக் 


1 : 4 இங்கு 
இங்கு / (-) 

F (w ) 

கூறும்போது f ( x ) 

தொகை 
தொகுக்கப்படும் சார் பெனவும் , F ( x ) என்பது 
யெனவும் , 3 தொகைக்குரிய மாறி ( Variable ) எனவுக் கூறப் 


படும் . 1 


1 * 41 C ஏதாமொரு மாறிலியெனவும் , 

d 

F ( a ) | = f( x) எனவும் , கொள்வோம் . அப்போது . 


* F( a ) ] = fe) 


வகைக்கெழு நியதிப்படி , 
d 

கூட் f ( x ) க்குச் சமம் . ஆகவே , ( ஏதா 


மொரு மாறிலியானால் , 


/ f(x)da = F ( x ) + C என்று கூறுவதும் வரையறைப் 


படி பொருத்தமாகும் . 2 


ஆகவே , C க்கு எந்த 


மாறிலி மதிப்புக் கொடுத்தாலும் , 


* s 
[r(e)+c)= fes)என்பது உண்மை . எனவே வரையறைப் 


படி , 


F (x ) | 


ஒரு தொகையாகும் . 


( i ) / / ( or ) da 
(i)- | ( s ) de 


- 


F ( a ) + C என்பது தொகை அல்லது 


அளவு படாத தொகை ( Indefinite Integral ) எனக் கூறப்படும் . 


1 


கண்டிப் 


சார் 


என்று 


குறிப்பு . தொகை நுண்கணித இயலில் 
பாகக் 

கூறுமிடத்து , F ( c ) என்பது f ( x ) ன் முதற் 
பென்றே கூறவேண்டும் . ) ஆனால் , 

தொகை 
கூறுவது 

ஒருமரபேயொழிய முற்றிலும் பொருத்தமான 
தல்ல . 

முதற்சார்பு ” ( Primitive ) என்பதற்கும் " தொகை " 
( Integral ) என்பதற்கும் ஒரு வேறுபாடு உண்டு . 

இந்நூலைப் 
பொருத்தமட்டில் , அவ்வேறுபாட்டை நாம் ஆழ்ந்து ஆராயப் 
போவதில்லை . " முதற்சார்பு ” 

சொற்றொடரும் , 
" தொகை " 

என்ற சொல்லும் ஏறக்குறையை ஒன்றையே 
குறிப்பதாகக் கொள்வோம் . 


என்ற 


தொகை காணல் 


d 


துவரை கூறப்பட்டதிலிருந்து 


என்ற 


செயலியும் 


dæ 


என்ற 

செயலியும் ஒன்றுக்கொன்று தலைகீழ் மாற்றச் 
செயலிகளாக ஏற்றுக்கொள்ளப்படலாம் . அதேபோல் , 
D- ம் , D - 1 ம் தலைகீழ் மாற்றச் செயலிகளாகின்றன . 


1.5 தொகையில் தோன்றும் மாறிலி ( : 

( i ) ஒவ்வொரு தொகைக்கும் ஏதாமொரு மாறிலி 
( சேர்க்கப்படுவது , தொகைகாண் வரையறைக்கு உட்பட்ட 
தாகும் . 


சாய 


( ii ) சில குறிப்பிட்ட் இடங்களில் , அதற்குரிய 
விவரங்கள் கொடுக்கப்பட்டிருந்தால் , 

என்ன 
திட்டவட்டமாகக் கூறமுடியும் . 


C 


என்று 


கட்டுப்பாடு 


. 


என்ற முறையில் 


அந்த விவரங்கள் 
அமைந்திருக்கும் . 


( iii) சில 

கணக்குகளில் மேலெழுந்தவாரியாகப் 
பார்க்கும்போது , 

சார்பின் தொகை காணுங்கால் , 
இரண்டு வேறுபட்ட தொகைகள் 

கிடைப்பது போலத் 
தோன்றும் . 


2 


4 ; 


( 


குறிப்பு .-- ( --2 ) 2 

என்பதற்கு ஒரே மதிப்பு 

T 1 
அதுபோல sin என்பதும் ஒரே மதிப்பு . 

ஆனால் 
6 

2 
V 4 என்பதற்கு 

2 , --- 2 என்ற 

மதிப்புக்களும் 

1 
பொருந்தும் . அதேபோல் , sin - 1 

MT + (-1) - என்ற 

2 
பல மதிப்புகளும் பொருந்தும் . 


) 


- 


(D 


a 


அவ்வாறே 


(lar 


(r(e)| க்கு f(x) என்ற ஒரே ஒரு வகைக் 
கெழுதான் உண்டு . ஆனால் , 7 ( e ) da- க்கு எண்ணற்ற முதற் 


சார்புகள் உண்டு , அதாவது 


| Fer) fle = F ( s ) + ஏதாமொரு மாறிலி 


I..- IAL 


தொகை நுண் கணிதம் 


எடுத்துக்காட்டாக , 

dx 
VI- 2 
dx 


sin - lw 


- Cos - 1 - 


0 


* 


என்ற 


- 


என்ற இரண்டும் பொருத்தமானவையே . ஆனால் , 

இதை 
யொட்டி , sin - 18 

cos - 13c- 1 . 

துரித : முடிவுக்கு 
வருதல் தவறாகும் . 


1.51 உண்மையாக , நிலையென்னவெனில் , 


Sve - siu "z +1 
(Su 


dx 


Cos- 10 + B 


MI 


w ? 


- 


ஆனால் , A , B என்ற மாறிலிகளைத் தகுந்தபடி சரிக்கட்டினால் , 

sin - ix + A cos - 1x + B 
என்பது பொருத்தமாக அமையும் . ஏனெனில் , 


sin - 1x + cos - 10 


என நாம் அறிவோம் . 


ஆகவே , 


2 


- cos- 1x + B 


T 
- B - A = ", எனச் சரிக் கட்டினால் , sin- 1x + A 
என்பது பொருத்தமாகும் . 


பொதுவாக If ( x ) dix = F ( c ) + C ) எனவும் 

If ( w ) dw = F ( c ) +0 , எனவும் 
இரண்டு தொகைகளுக்கும் உள்ள வேறுபாடு ஒரு 
. 


கூறலாம் . 
மாறிலி 


காணு 


16 தொகையறிதல் .-- முதலில் கொடுத்த வரையறைப்படி ,, 
பின்னர் சில --திட்ட அமைப்புகளைக் காண்போம் . அதற்கு 
முன்பு , தொகைகாண் முறையை வகைக்கெழு 
முறையோடு இணைத்து , எப்படி ஒன்றுக்கொன்று தலைகீழ் 
மாற்றுமுறையென்பதைச் சில எடுத்துக்காட்டு கொண்டு 
விளக்குவோம் . 

( வேண்டிய இடங்களில் 

C என்ற 


தொகை காணல் 


மாறிலியைத் தொகையோடு கூட்டிக் கொள்க) . 

. 


1.61 ( i ) 


dd 
ds 


sin x 


| 


COS X 


ஃ 


[ 
| 
| 


COS X da 


sin x . 


d 
dac 


COS 2 


= 


sin Wx 


sin x dx 


COS X. 


d 


(( iii) 


- 


xm 


dac 


( m + - 1 ) . 


( iv ) 


[ * 
: / ents = + 
** [10s ] - 1 

* / - te = log 
(v) 4 [ * ] 

* fexdomex 


- log en 


ex . 


இவ்வாறாக , நமக்குத் தெரிந்த வகைக்கெழுக்களைக் கொண்டு , 
ஒரு தொகைத்திட்ட அமைப்பை நிறுவலாம் . அவைகளை 
வாய்பாடாகவும் கொள்ளலாம் . அடுத்த பத்தியில் ஒரு சில 
கூறப்பட்டிருக்கின்றன . 


J 


1-7 தொகை நுண் கணிதத்தில் உள்ள 

சில திட்ட 
அமைப்புகள் ( அல்லது வாய்பாடுகள் ) . 

( வலது 

கைப்புறத் 
தில் C என்ற ஒரு மாறிலியைக் கூட்டிக் 

கொள்க . 
நூல் முழுவதிலுமே தொகை காணும் இடங்களில் , வேண்டிய 
போதெல்லாம் ( என்ற ஒரு மாறிலியைக் கூட்டிக் கொள்க . ) 


!1--1 


1. / * * 


( Jw 


71, -- 1 


> 


.4 


. 


.. 


. 


. 


. 


. 


825 400 
600 900 625 650 1000 1100 475 


. 


10 


. 


1)00 


000 
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பகுதி 1 . 


தொகை காணல் 


[Integration ] / 


11 வகை நுண்கணிதத்தின் தலைகீழ் மாற்று முறையே 
தொகை நுண்கணித முறையாகும் . 


யாது 


1.2 தொகை நுண்கணிதத்தின் நோக்கம் . 

ஒரு சார்பின் வகைக் கெழு கொடுக்கப்பட்டிருக்கிறது . 
அதை வகைக் கெழுவாகக் கொண்ட முதற்சார்பு 
எனக் கண்டுபிடிப்பதே தொகை நுண்கணிதத்தின் நோக்க 
மாகும் . அதாவது , ஒரு சார்பின் வகைக் கெழு f ( x ). I f( x ) ஐ 
வகைக் கெழுவாகக் கொண்ட முதற்சார்பு யாது 
காண்பதே தொகை நுண் கணிதத்தின் நோக்கமாகும் . 


எனக் 


1.3 வரையறை 


* [ren) -1(2) 

F ( x ) - f(x ) ஆனால் , F ( w) என்பது 
f ( x ) ன் ஒரு தொகையாகும் . அதை எழுதும் மரபு . 

| i ( c ) du = F (3 ) 


என்பதாம் . 


எடுத்துக் காட்டாக , 


Cos Ads = sin 


[ * 

for damer 
/ * = log = 


பாகை நுண் கணிதம் 


3 . 


5 . 


6 . 


sin x da 


cos X. 


1 


sec 2 c d . 


tan c . 


8 . 


22 d a 


cot X 


9 . 


sed x tan x da 


sec X. 


2. fazer 

st dan logoz 
4. Jo * dx - ** 

ſcos z d 2 = sin z. 

ſsin a 
7. "Jsec ? 

zd 
ſcosec 

ſ se 
10. [ coneo 

ſcosh 
ſ sin 
fwech 
ſcose 
face : 

feo 
17. J 

Sa 


osec x cot x dc 


cosec X. 


11 . 


cosh x dx 


sin h x . 


12 . 


sin h x d 


cosh .. 


13 . 


sech ? x da 


tan h . 


coth x . 


h2 x 


14 . 


X 


osec 


15 . 


sech . 


ech x tanh x d x 


cosec h . 


e. 이 


16 . 


cosec h x coth x d 


dx 


sin - 1 x அல்லது 


cos - 1 


.22 


18 . 


tan- 2 


அல்லது 

| --cot -1 3 . 


1 + # 2 


தொகை காணல் 


19 . 


dx 
cyc2-1 


sec-1 ? ; அல்லது - cosec- 1 x . 


d x 


20 . 


| 
|. 
|s 


- 


sinh - 1 c . 


Va2 +1 


d x 


21 . 


= 


cosh -1 x . 


Vw2-1 


1.71 மற்றும் சில தொகை வாய்பாடுகள்.- இவை எளிதில் 
புலப்படக் கூடியவையாகும் . 

1 . 


d 


2 . 


F ( x ) = f ( a ) எனக் கொள்வோம் . அப்போது , 


ds 


* (car)= c 
* case -- 

[ Fr(s)]= f ( v ) என 
4 [crs] = of ( r ) 
* Jof ( x ) as 

c / f ( s ) d . 
அதாவது C என்ற மாறிலி ஒரு சார்பைப் பெருக்கி , குறிக் 

ஐ ) குறிக்கு 


- 


C F ( 3 ) 


dr . 


குள் 


இருக்குமானால் , அந்த 


C 


வெளியே 


கொண்டு வரலாம் . 


அதர்வது J+x da = 4 Je% e 

* * 
| [7x} + V(s) =4lcer) ] d = = I recepte+ /wasyta + / s (e ) la 


- 


3 . 


இது எளிதில் புலப்படும் , 


தொகை நுண் கணிதம் 


எடுத்துக்காட்டாக , 


(sy fe - 4 -sofa ) da - True-4 Jada + froke de 


x4 


433 

+ tan x 


3 


(i) cose (_ ) de = / 1 
5 + 2 des = (1+ cosa)ds 

+ [ * + ninn ) 


- 


1.8 வரையறுத்த தொகை : (Definite Integral ) 


f ( x) dx 

dar = ) F ( as ) + C எனக் கொள்வோம் . 


இங்கு x= 5 

என ஈடு செய்தல் . F ( x ) + 0 = F ( b ) + G ( 1 ) 
அவ்வாறே w = a என ஈடு செய்தால் F ( x ) + -C == F ( a ) + C ( 2 ) 

( 1 ) - ( 2 ) = F ( b ) +0 - F ( a ) -C = F ( b ) -F ( a ) 
இந்த மதிப்பை , 


| °fnyde = F ( b ) --F ( a ) என்று குறிப்பிடுக. 
இதுவே [ 

[ f ( r )tle க்கு , 4 முதல் 6 வரை , வரையறுக்க 


தொகையெனப்படும் . 


b என்பது 


பங்கு a என்பது 3 - ன் கீழெல்லையென்றும் , 
ஐ - ன் மேலெல்லை யென்றும் கூறப்படும் . ( 3 ) 


எடுத்துக் காட்டு 


(s) / var = [ 3 ] 


23 


13 


3 


7 


- 


3 


( 3 ) குறிப்பு. வரையறுத்தத் தொகையைப்பற்றி பின்னர் 
விரிவாகக் காண்போம் . இது ஒரு தற்காலிகமான விளக்கம் . 


தொகை காணல் 


7 


IT 


- 

|-- ( nin = ] 


-ா 


2 


T 


sin 


|| 


sin 


( 5 ) 


2 


- 


1 


- 


( -1 ) 


/ 


2 


1! 


பயிற்சிகள் 1 


* 


கீழ்க்கண்ட சார்புகளின் x- ஒட்டியதொகை காண்க : 


* 


11 


30- 403 


0 


1 . 


6. sin2 


22 


2 


2. MW 


0 


7 . 


4 


Mw 


ax2 + bx + c 


W1/2 + x 1/3 


81/4 


3 . 


+ hs + ( * > s ) 


8 . 


0 


1 


- 


8 - 02 


Mx5 + Vw3 


4 . 


9 . 


4 


0 


a ſx + b x3 


5 .. cos2 


2 


10 . 


V5 


பகுதி 2 


தொகை காணும் வழி - வகைகள் 


2.1 வகை நுண்கணிதத்தில் , வகைக்கெழு காண , 
விதிகளும் முறைகளும் கையாளப்பட்டன . அவ்வாறே , 
தொகை நுண்கணிதத்தில் , தொகை 

விதிகளும் 
முறைகளும் உள்ளன . அவைகளைப் பாகுபடுத்திக் கூறுங்கால் , 
அவை பொதுவாக நால்வகைப்படும் . 


காண 


பல 


2.1.1 1. ஈடுசெய்து தொகை காணல் சார்பின் சார் 
பிற்கு வகைக்கெழு காணும் முறையோடு தொடர்புடையது ; 

dy dy du 
du dt 

(Substitution ) . 


- 


அதாவது de 


II . சினைகள் பிரித்துத் தொகை காணல் இரு சார்பு 
களின் பெருக்குச்சார்பிற்கு வகைக்கெழு காணும் முறையோடு 
தொடர்புடையது ; அதாவது 
d 

do du 

+ ( By Parts). 
da 

ds ds 


III . 


பகுத்துத் தொகை காணல் ( Partial Fractions ). 


தொடர்ச்சியாகத் தொகை காணல் ( Surecessive : * 


TV . 
Integration ). 


2.1.2 வகை நுண்கணிதத்தில் 

எவ்வளவு 

சிக்கலான 
சார்பாகவிருந்தபோதிலும் அச்சார்பின் வகைக்கெழு கண்டு 
பிடித்து 

விடலாம் . ஆனால் தொகை நுண்கணிதத்தில் , 
சில திட்டமான அமைப்பில் 

உள்ள சார்புகளுக்கு 
மாத்திரமே தொகை காண முடியும் ; அல்லது , கொடுக்கப் 


தொகை காணும் வழி - வகைகள் 


11 . 


பட்ட சார்பை , 

ஏதாமொரு முறையில் , குறிப்பிட்ட் 
திட்ட அமைப்பிற்கு மாற்றியமைத்து , 

அதன் 

பின்னரே 
தாகை காண யலும் . 

2-13 மிக எளிதாகத் தோன்றும் சில சார்புகளுக்குக்கூட 
தாகை 

முடியாமற் போகலாம் . 


காண 


. 


வகை நுண்கணிதத்திற்குரிய பரந்துபட்ட தன்மை , 
தொகை நுண்கணிதத்திற்குக் 

கிடையாது . 

வகைக் ) 
கெழுகாண நேரடியான பலவிதிகள் உள்ளன . எவ்வளவு 
சிக்கலான சார்பாயினும் , 

அவ்விதிகளைப் பயன்படுத்தி ) 
வகைக்கெழு காணலாம் . 

ஆனால் தொகை நுண்கணிதத்தில் அவ்வளவு பரந்து 
பட்ட தன்மை இல்லை . நேரடியான பல விதிகளைப் பயன் 
படுத்தினாலும் , எல்லாவிதமான சார்புகளுக்கும் தொகை 
காண முடியாமற் போனாலும் போகலாம் . 

1 
எடுத்துக்காட்டு : sin -14 

1 


COS 


என்ற 


22 tan a ; 


காணலாம் . 


சார்பிற்கு வகைக்கெழு 
சார்பிற்குத் தொகை 


ஆனால் 


அதே 


காண 


இயலாது . 


2 .2 தொகை காணும் முறைகள் : 

ஈடு செய்து தொகை காணல் : 


y 


- 


( 1 ) எனவும் , 


t = " ( x ) 


( 2 ) எனவும் , 


. 
dt 


[ro] 


( 3 ) எனவும் கொள்க . 


இப்போது வகைக்கெழு காணும் முறைப்படி , 

dy 

dy 
dx 

dx 


. 


- * [F « ]. * { 4 } (1): ( 9) 
- 1 [ * ( s ) - 


f (t ) $ ( c ) 


( 3 ) ; 


(4 ) . 


{< தொகை..நுண் கணிதம் 


( 1 ) ம் ( 4 ) ம் இணைத்துப் பார்க்கும் போது , 


r [ {= ] - y - / [ cen] * (4) 


¢ ( w ) de 


எனக் 


கிடைக்கிறது . 


நடைமுறையில் இந்த விதியைக் கீழ்க்கண்ட முறையில் 
பயன்படுத்தலாம் : 


/ r- [+ (8 ) ] 


| * ( c ) | ¢ ( c ) de 


அறிய , 


p ( w ) 
ஓ ( a ) da = di| 


எனவும் 
எனவும் கொண்டால் , 


வேண்டிய தொகை 


| f ( e) da 


F (t ) 


= 1 [*(a)] 


ஆகும் . 


2 -21 ஈடு செய்தல் முறை : எடுத்துக்காட்டு ( 1 ) 


பொதுவாக 


si 


f ( ax + b ) ds 


என்ன ? 


எனக்கொண்டால் , 


dx + b = t 
- a d x dt . 


da 
dt dt 


| f ( ae +b)da = ( ata + b ) 

- [ rota. 

= 
| f ( t) dt 


1 


| f ( l ) di . 


f ( t ) dt . 


( l 


து 


இப்போது 


F ( t ) ஆனால் ; 


1 


pre 


f (ax + b ) dx = 


F ( t ) 


a 


1 


F (ax + 6 ) . 


தாகை காணும் .. வழி - வகைகள் 


சிறப்பாக : 


| (as + b )nde என்ன ? 


t 


( ax + b ) 


எனக்கொள்க . 


1 


dac 
dt . 


= 


ds 


| ( ass + b )" & 


| (aa + b ) " de = 

- / - + 


dt 


1 


+ 1 + 1 


- 


co 


n + 1 


1 


-. 


(ox + b) n + 1 
( 1 + 1 ) 


(01 - 3 ). 


a 


2 - 211 இவ்வாறே பின் குறிப்பிட்ட திட்ட அமைப்புக்களை 
( வாய்பாடுகளை ) எளிதில் அறியலாம் : 

(ax + b ) n +1 
1 . ( ax + b) r de 

0 - 
a (n + 1 ) 

dx 
2 . 

( ax + b ) 


/s 


| (as + b)- de 


= 


[ 


1 


= 


log ( ax + b ) . 


a 


1 


e ax + b 


dar 


= 


e ( ax + b ) 


a 


3. ( a) / 
(b)| - 


1 


EX 


da 


e 


8 


x loge 


* fede - 

/ 


da 


log 


e 


5 . 


Joos (ister + b ) da = ! 


sin (ax + b ) 


தொகை நுண் கணிதம் 


6 . 


1 


7 . 


sec ( ax + b ) ds = 


tan ( ax + b ) 


1 


8 . 


| sin (a + by der an - + cow (ata + b ) 
( sec 
ſ cosecº ( uz + 
( sec ( ces + b ) tan ( ue + b ) das 
fcose 


coseca (ax + b ) da 


cot ( ax + b ) 


as 


1 


9 . 


- 


sec ( x + b ) 


10 . 


cosec (ax + b ) cot (aa + b ) dw 


- 


- ] 

cosec ( ust | 


5 , 6 , 7 , 8 , 9 , 10 வாய்பாடுகளில் 5 -- 0 எனக் கொண்டால் 
பின் வரும் வாய்பாடுகள் கிடைக்கும் : 

1 
( 0 ) 

COS liv clax 


sil lusc . 


. 


sin ( 1 : dx 


COS (1X 


( n ) /s 

Jain a 
7 { w ) f week us dem - tan are 
8 ( a ) | 

I see 
10 ( « ) / 


COSCC2 ute dic 


-1 

cot aux 


- 


1 


| ( a ) 


sec ax tan ax dix 


sec (12 


( 


cosec ax cot ax dx 


1 

COsCC u . 
( U 


பயிற்சிகள் 2 ( a) 


கீழ்க்கண்ட சார்புகளின் x --- ஒட்டிய தொகை காண்க . 
1. ( 2 + 3 ) 3 ; ( ax + b ) 3/2 ; ( b -- as ) " .. 
2. ( w + a ) - ; ( 33 + 2 ) 4 ; ( 2-3x ) " . 

Ve + u ; (2v - a ) 5/2 ; (4-3x ) : / 2 . 


3 . 


1 
( w + 7 ) 


. 


1 
(1-40) 


: 


1 
( 3-4 ) 


தொகை கானும் வீடு - வகைகள் 


15 


4 . 


1 


1 


1 


: 


Vx -ru 


Vu - bx | 


(b + at ) Dia 


5 . 


4x + 1 


4-3w 


10 . 


; 


M. 


, 


e 


e 


cosec2 


50 ; 


6. sin 40 ; cos ( 2 : c + 3 ) ; sec2 ( 1 -- 20 ) ; 
SGC 2x tan 2x ; â cosec ax cot cx . 


7. sin ? 2 ல ; 


cos : ma ; ( a - b ) sec2 


2 


COS mx . 


Cos 10 ) 


.2 sin 3w cos M ; 


8. sin lux cos un ; 
2 since CoS 50 . 


9. cos.c ; sin r ; cas 3 : ; silli tnax . 


10 . 


sin x sin 28 sin 30 ; sin x cos 3r , sin 3x cos 3x . 


2.22 ஈடு செய்தல் முறை ( 2 ) 

dic 

என்ன ? 


1.4 


Vaa 


-2 


u sin t என ஈடு செய்க . 


dt 

= ( u cost . 


- 


dæ 
Vaa -2 


a cost 

dt 
( cost 


- 


= sin - 1 


(2 ). 


- 


குறிப்பு : 


o == u cos t எனக் கொண்டால் , 


dax 


S. 


Cos - 1 


( 6 ) 


Mu2 - 02 


இவ்விரண்டு தொகைகளும் 

தொகைகளும் சரியே . 


ஆனால் 


இதிலிருந்து 


sin - 1 


cos - 1 


( * ) 


என்று 


கொள்ளுதல் பெருந் 


( 


தவறுகும் . 


உண்மையான 


நிலையென்னவெனில் , C. , C , 


116 


தாகை நுண் கணிதம் 


பொருத்தமாகக் கொண்டால் , sin - 1 


( 6 ) + c = 


cos - 11 


+ C , இது உண்மையென எளிதில் புலப்படும் ; 


னெனில் 


sin - 1 


( * ) 


+ cos - 1 


( 4 ) 


C. 


Ci = 


T 
2 


2 - 221 இவ்வழியாகப் பின் கண்ட திட்ட அமைப்புக்கள் 
எளிதில் காணலாம் : 


1 . 


| 


dx 
Va2 | 


sin - 1 


cos -1 


- 


; 


( * ) அல்லது 
( - ) 


( 4 ) 
( - ); 


da 


| 


tan - 1 


cos - 1 


8 


1 
2 . 

அல்லது 
x2 + a2 
[ இங்கு x = a 

tan t அல்லது 0 - d 
செய்க . ) 


cot t , 


ஈடு 


1 


3 . 


dx 
V 22 


sec - 1 


( 3 ) 


2 - a 


al 


1 


அல்லது 


cosec - 1 


( 2 ) 


a 


[ இங்கு x = sec t அல்லது a cosec t 

என ஈடு செய்க . ) 


4 .. 


| 


dă 
Vx2 + a2 


sin h - 1 


( * ) 


அல்லது log 


(= + VE ++ ) 


[ இங்கு x = a sin h t என ஈடு செய்க ] 


dx 


0 


5 . 


cos h -1 


Vx2 


a2 


அல்லது log 


x + 0x2 


a 


( இங்கு x = a cos hit என ஈடு செய்க ] 


2-23 ஈடு செய்தல் முறை ( 3 ) 


| f (en ) wa-4 dae என்ன ? 


தொகை கானும் வழி வகைகள் 


f (t) dt t 
t = xm என ஈடு செய்க 

ds ... 
= m xm - 1 

dt 


1 


- 


am - 1 


dx 
dt 


m 


இப்போது / (en) ea - 4 da = / / { e = ) 1 is a 

1 


1 [ 


f (t) dt 


m 


s 


1 

- F ( am ) 

m 
எடுத்துக்காட்டு : 
32 

என்ன ? 
1 + 5 
3 t எனக்கொண்டால் , 
2 

dx 
1 + 26 

1 + t2 
* tan- 1 ( t) 
* tan - 1 ( 23) . 


* 


dx 


dt - 


1 


| 


- 


( 4) 


/s 


முதல் 


2.24 ஈடு செய்யும் முறை ( 4 ) 

இது பல இடங்களில் பயன்படும் . 
f ( x ) 

ds என்ன ? 

f ( w ) 
ந்த அமைப்பில் , மேற்சார்பு , 

கீழ்ச்சார்பின் 
வகைக்கெழு : 

f ( x ) = t என ஈடு செய்க . 

dx 
f ( x ) 

1 . 
dt 

dx 
do 
f ( i) 

f ( w ) 

dt 
dt 


/ 


/ 


dt > 


= log t 

log [ f ( x) ] . 


I.C - 2 


தொகை நுண் கணிதம் 


கருத்துக்காட்டு : ( 1 ) 


sin x 


dac 


COSO 


fans da- ) 

-- 


sin x 

dx 
COS X 


- 


log cosm 
log sec x 


- 


அவ்வாறே , 


COS X 


Foot ada - /{ 


dx 


sinw 


பூ 


log sin % . 


இவ்விரண்டும் முக்கியமான வாய்பாடுகளாம் . 
எடுத்துக்காட்டு : ( 2 ) 


| 14000 


cosec x 

dx 
1 + cot w 


என்ன ? 


1+ cot c 


t எனக் கொண்டால் , 


-- 


cosec2 x dr 


- 


: dt 


dt 


Ficots 


cosec2 x 

da 
cot a 


- 


* 


- log ( 1+ cot ce ) 


2.25 மற்றும் சில ஈடு செய்யும் முறைகள் , பின்வரும் 
எடுத்துக் காட்டுகளால் விளங்கும் : 


பல சார்புகளுக்குத் தொகை காணும் முயற்சியிலே , எந்த 
ஈடு , எங்கு பயன்படும் என்று பட்டறிவால் , அறியப்படும் . 
சமயங்களில் , இரண்டு 

இரண்டு அல்லது அதற்கு மேற்பட்ட 
ஈடுகள் செய்து தொகை கண்டு பிடிக்க வேண்டியிருக்கலாம் . 
மற்றும் பல முறைகள் பின்னர் விளக்கப்பட்டிருக்கின்றன . 


சில 


sin x 


1 . 


| subcos e 


dx என்ன ? 
a2 + be cos2 0 
இங்கு COS W ( எனக் கொண்டால் , 

- sinedx 


- 


dt . 


- 


தாகை காணும் வழி வகைகள் 


15 


sin x dx 


- 


.. 


= cos 3 


- az +6=12 


dt 
a2 + 62 t2 

dt 
a2 


1 


- 

| 


b2 


62 +2 


-1 


b 


= 


tan - 1 


b2 


( 2 ) 
( s") 


2 . 


1 

-tan - 1 

ab 
sin (cot - 1 x ) 

do . என்ன ? 
1 + x2 
cot -1 x = t என ஈடு செய்தால் , 
1 
dx 

= dt 
1+ x2 
sin ( cot -lx ) 
dx 

sin t dt 
1+ x2 

cos t 
= cos (cot -1 x ) 


- 


- / 


| 


பயிற்சிகள் 2 ( b ) 


கீழ்க்கண்ட சார்புகளின் x- ஒட்டிய தொகை காண்க : 


1 


1 . 


V 


; N 


1-402 

1 
1 + 962 


2 .. 


; 


3 . 


1 

; 
V1- ( aw + b) 
1 

; 
m2 + ( b - ax ) 
1 

; 
V ( ax + b )2 + m2 


1 

1 
4-982 

V a2_b2x2 
1 

1 

; 
4 + 2512 

a2 + b2x2 
1 

1 
V m2 ( b - 2 )* 

+ ) 
1 

1 
V 1+ (ax -- b ) 

; V (ax + b)2-1 . 
1 

1 
V (b - ax)2 -m2 

V x2-9 


; 


4 . 


pr - 1 sin ( ar ). 


6 . 


1 + 4 


12 


cosV W 


7 . 


5 . 


VT 


V 

1 
I.C -- 2A 


தொகை நுண் கணிதம் 


sin ( log x ) 


8 . 


25 ; 


*** a * 


2 


cot - 1 


203 - 3 


e 


2 


9 . 


26 . 


24-9 


1 + x2 


sin x 


10 . 


4x3 +23 
24 + 2 


27 . 


va + b cosa x . 


11 . 


tan 23 


28 . 


sinº * cos X. 


12 . 


cot ma 


29 . 


tan ? 2x seca 2 .. 


15. (1 --x2) 


30 . 


3x + 2 
( 3x2 + 4x + 2 ) 4 


14 . 


sin 
( 1 + cos x ) 


31 . 


seca 
( sec u + tan x) " 


. 


( > ) 
( n > 1) 


15 . 


32 . 


sec2 x 
(sec x + tan x ) 


( 1 + xa) cot -1 a 


aja ( 


16 . 


33 . 


cos - 12 
VI -- 22 
(1 + VZ ) 


1 
ex te -X 


17 . 


34 . 


1 
alex + 62e- 


ex 


18 : 


35 . 


cos hx 
sin h2x 


e2x + 1 


19. ( e ax + 1 ) " e & 


sin hac 


36 . 


cos hnac 


cosec? x 


sin x 
cOS 


37 . 


20 . 


COS 2 


21 . 


38 . 


a + b sin x 


( 1 + cot x ) 

1 
2 cos ? ( 1 + log a ) 
sin ( tan - 1 x ) 

1 + x2 


22 . 


39 . 


1 + v 

25 
1 + 2x6 


sina x 


25 


40 . 


e 


sin 29 


1 


24 . 


( + 2. ) . 


41 . 


Wex2 


x2 


தொகை காணும் வழி -வகைகள் 


21 


Vx 
e 

sin 


42 . 


e 


Vx 


43 . 


x Va2 -- 2 
V x2 + a2 


( 22 


a2 cos 2 0 என ஈடு செய்க ) 


sin 2x 
44 .. 

4 + 3 cos2 x 
45 . முதலில் x = tan 0 எனவும் , பின்பு 1 + x2 = a எனவும் 

= 
3 
ஈடு செய்து 

ds காண்க . 

( x2 + 1) 3 
இரண்டு தொகைகளும் வெவ்வேறல்ல என்பதை விளக்குக . 


1 . 


பகுதி 3 


தொகை காணும் வழி - வகைகள் 


- ( தொடர்ச்சி ) 


3.1 சினைகள் பிரித்துத் தொகை காணல் : 
d 

dv du 

வகைக்கெகழுவை 
da 
அடிப்படையாகக் கொண்டு இம்முறை நிறுவப்படுகிறது . 


( us ) 


u 


என்ற 


dx 


இப்போது , மேற்கூறியதிலிருந்து , 

du 

du 
+ ப 
dx 

dx 


o 


( 


எனவே , 


dv 

dx = UV 


H 


-- 


du 

dx 
dx 


dx 


அதாவது 


su 


dv 

dx = UX 


இதை ஒரு வாய்பாட்டு முறையில் கூற , 


| #aa - [ [ f # tax + + 
4 ( " ) - 
* ( * ) = எனவும் , 


aul 


Su dx 


41 


fode = 1 எனவும் , 


- 


தொகை காணும் வழி - வகைகள் 


23 


குறியீடுகளால் குறிப்பிட்டால் , 
fruvdx = uvi-Jul de 

அல்லது 
= uq1- Jur sl de 

d 
சார்பு வகையில் f 1 ( x ) = 

de f ( x ) எனவும் 

f1 (ar) = J f ( x ) de எனக் குறிப்பிட்டால் , 
I ¢ ( x ) 4 ( x) (de ) = ¢ 1 ( x ) 4 ( x ) - / ¢ 1 ( x ) 41 ( x ) dx அல்லது 

41 ( at) 4 ( x ) - / 41 ( x ) ¢ 1 ( x ) ds . 
சொற்களால் கூறுமிடத்து ( ஒரு சார்பு X மற்றொரு சார்புரன் 
தொகை ஒரு சார்பின் தொகை x மற்றைய சார்பு 
- 1 (தொகை காணப்பட்ட சார்பு ) X மற்றைய சார் பின் 
வகைக்கெழு . 


- 


முதலில் 


3.11 இந்த விதியைப் பயன்படுத்தும்போது , 
எச்சார்பின் தொகை காண்பது , எச்சார்பை அப்படியே 
கொள்வது என்பது பயிற்சியால் புலப்படும் . 


குறிப்பு : 
( 1 ) சில சமயங்களில் ஒரே ஒரு 

சார்பை 1X ( W ) 
என்ற பெருக்கு மதிப்பாகக் கொள்ள வேண்டியிருக்கும் . 
/ 1x f ( x ) de = xf ( x ) -- / x f 1 ( x ) de எனவரும் . 
( 2 ) ஒரு முறைக்கு மேல் 

பன்முறை இவ்விதியைக் 
கையாள வேண்டியிருக்கும் . 

(( 3 ) இவ்விதியைக் கையாளுங்கால் , டது கைப்புறம் 
உள்ள நாம் காண வேண்டிய தொகையே , வலது கைப்புறத் 
திலும் தோன்றலாம் . அப்போது அத் தொகையை இடது 
கைப்புறம் கொணர்ந்து வேண்டிய தொகை காண வேண்டி 
யிருக்கும் . 


1 


இவ்விதியைக் 


3.111 பின்வரும் எடுத்துக்காட்டுக்கள் , 
கையாளும் முறையை விளக்கிக் காட்டும் . 


( 1 ) - 


Je cosa de = m nine - Trin a da 


- 


sin x + cOS K. 


தொகை நுண் கணிதம் 


2 . 


wat 


1 x log (ax + ) . dx 


ſ log ( ax + b)dx 

si 
=š log ( ax + B)– / 

Slu 

azt :) 


xa 

da 
ax + b 


- 


2 log (ax + b ) 


dx . 
b 

log ( ax + b ). 


= log (ax + b ) + 


a 


து குறிப்பு ( 1 ) க்கு எடுத்துக்காட்டு 


1 


1 


ti:1.3. S* 005 


* cos ax di 


sin ax - 


sin ax do 


a 


sin ax 


20 
3. So sin ax de 

s 


a 


a 


1 


Sæs 


x sin da da 


1 

-COS axX 
a 


cos as da 


a 


X 


1 


— 


cos ax + 


sin avg . 


a 


a2 


22 


2 


sin ax 


1 
cos ax + 
a 

a 


xa cos ax da 


sin aa 


) 


a 


a 


2a 
sin ax + 


COS ax 


2 
às 


sin ag 


1 


a 


22. 


இது குறிப்பு ( 2 ) க்கு எடுத்துக்காட்டு . 
4 . 

x2--a ? da : X N 2 - a² dx 

2x 
X 22-02 

dx 
20 x2 - a2 

22 --aa ? 
= X N 22. a2 

V x² - a² 


- 


VÄRV 

s 
--07-2 - fv - de -a favorite 


X 


.. 2 


V22 - a2 dx = x V 22 - a2 - aº cos h -1 


a 


fr 
{ 


2 


V x2-42 dx 


1 x V x2 - aº - a2 cos h - 1 


- 


:) ] 


a 


- 


தொகை காணும் வழி -வகைகள் 


இவ்வாறே , 


. 


எனவும் 


Iva - s ta = + [ rva 
v = r + e nin (2)] 

( ச ) ] 


x2 + aa de . 

a h 1 எனவும் 
நிறுவலாம் . 

ஈடு செய்தல் முறையிலும் இத் தொகைகள் கண்டு 
பிடிக்கலாம் . பின்னர் அம்முறைகளைக் காண்க . 


3.112 ஈடு செய்தல் முறையில் 


4 


((i ) F : Va2 - x2 ds 
(ii ) / Vx2 a2 .dw 
( iii ) / Vm + a2da காணும் வழிகள் : 
( i ) Iva? 2 da காண = a sin . 8 என ஈடு செய்க 

dac = a cos e de. 


a cos o 


Va2 82 
: / va2 - x2 ds = fat cos2 e de 


- 


-- 


** /( 

) 40 
* [ + + +ins ] 

* [ 0 + min e cos 8 ) 
* [ i " ( H ) + : 01- ] 
* (nine ( 4 ) ] M 


11 


+ 3 


72 


02 


= a cos G எனவும் ஈடு செய்து இத்தொகை அறியலாம் . 
( ii ) / V2 a2 de காண , 

ஈடு 
செய்க . 

đ sin he de 


ப 


a 


cos he 


என 


- 


Vx2 - 32 


Va2 cos h? 8 


- 


--- 


a2 


< a sin he 


26 


தொகை நுண் கணிதம் 


SV x² - a² dx 


- 


fat sin h2 a do 
cos h 2 0 

1 
2 


M 


02 


a2 


sin h 20 


III 


8 


2 


2 


02 
2 


- 


= 


sin h cos ho 


- 


을 
* [ 8 ] 
* VE 

( 4 )] 
* log ( E + : - + ) 


1 


cos h - 1 


TVx2 


a2 


(( iii ) IVx2 + a dx காண , x = a sin h 9 என ஈடு செய்து 
தொகை பெறுக . 


வ்வழியாக 72 + b + c la என்னவென்று அறிய 
இயலும் . 


எடுத்துக் காட்டுகள் : 


1 . 


= 13 


V ( x - 1) 2 - 12 ds 


2 . 


| vs - Gr da = < 3 | < 7 - 2ada 

| v (x - 1) 

- ; (r - 1) VP - 22 - 8or A- ( 2-1 ) 
[s 

[ 149 _(% - 2) de 

(x-2) < / 12 + 4x - w ? + 16 sin 
| V7 + 2 = + 5 da = / < (s+19°+ Paa 

= 1( 4+1)<F +245 + 4 tins " ("* ")] 


V 12 + 4x --x2 dx = 


-- 


4 


3 . 


தொகை காணும் வழி -வகைகள் 


27 


( 5 ) எடுத்துக் காட்டு : 


sex 


ex cos x dx 


ex cos X 


x ) dx 


- ex cos x + 


sex ( ~ sin 
Je 

-se 


sin x dx 


ex cos x + ex sin x 


11 


ex 


sin x dac 


ex cos x dx 


ex (cos x + sin x ) 


. : 2 / 

sex 


ex cos x dx = ex ( cos x +- sin x ) 


3 


( 6 ) பொதுவான ஒரு எடுத்துக் காட்டு : 


I 


pax cos bx dx 


I 


eax cos ba 


si 


eax ( - sin bx ) dx 


- 


a 


1 


- 


pax cos bx + 


eax sin bx dx 


a 


1 


1 


eax cos ba + 


eixsin bx 


TI 


a 


a 


1 


eax b cos bx dx 


r 

can be de] 

( opedia besim be ) 
( 


> 


eax 


1 b 

72 
eax cos bx + eax sin bx 

I. 

a2 
h2 

b sin bx 
+ 

+ 

a 
a2 +62 eax ( a cos bx + b sin bx ) 

a ? 
1 

EXX (a cos bx + b sin bx ) ( 1 ) 
a2 +62 


2. I 


al 


I 


இவ்வாறே 


1 


cax sin bx dx 


eax 


( a sin bx -- bcos bx ) ( 2) 


72 of 62 


என நிறுவலாம் . 


- 


தொகை நுண் கணிதம் 


வேறோர் இடத்தில் ( 4.6 - ல் ) இவ்விரண்டு தொகைகளும் 
ஒன்றுக்கொன்று இணைந்த துணைகளாக உள்ளவை 

என்று 
நிறுவப்படும் . 


பயிற்சிகள் 3 


( சினைபிரித்து ) 


ஒட்டிய 


1 


கீழ்க்கண்ட சார்புகளுக்கு 
தொகை காண்க : 
1 . x sec2 x 


11. loges 


2 . 


X cosec2 x 


12. sin -1 


( * ) 


U 


3 . 


w sin a 


4 . 


w logo 


5. xn log r 


1 


6 . 


log ( loga ) 


T 


13. tan -10 
14. cot - 1 x 

ex ( x + 1 ) 
15 . 

( x + 2 ) 2 

ex ( 2 + 3 + 3) 
16 . 

( + 2 ) 2 

ex ( w + a - 1 ) 
17 . 

( x + a ) 
18 . w sin - 1 

- x 
19 . w cot - 10 
20. (loge a ) 2 


7. 22e2x 


8. wax 


9 . 


3 


ex2 


10 . 


x sin x cos * 


d2 


dw 


du 


dau 


21 . 


da 
= 


to 


+ / 


--- 


ds 


dra 


dx 


.d x 


d x2 


என நிறுவுக . 


T 


22 . 


|s 


x sin3 cede- ன் மதிப்பென்ன 


1 

w sin - 1 


23 . 


da- ன் மதிப்பென்ன ? 


ஐ2 


1 


23 sin - 1 x 


24 . 


dx- ன் மதிப்பென்ன ? 


V 1 - x2 


29 


தொகை காணும் வழி - வகைகள் 


தொகை காண்க : 


-25 . 


26 . 


cos 2x 


22 tan - 12 

1 + 32 
V 8 

20 22 
V 202 + 3 = 4 
V x2 + 8x + 25 


27 . 
28 . 
29 . 
30 . 
31 . 


33 . 
e 

2x sin 30 cos 5w.. 
34 . e 

3x cos 4x cos X 
35. ce 

3x 
36. ( 3 : - 2) Vx2 + w + 1 
37. ( x + a ) Vx2 + 2aw + b 
38. (aw - b ) Vax_2bx + c 
39 . 2 + 

Vx2 + am 
40 . 

20 12 


3x 
e 


cos 43 


ex cos? 8 
ax sin x 
e - 3x cos ( 20 - 3 ) 


- 


x V3 


32 . 


பகுதி 4 


தொகை காணும் வழி - வகைகள் 


-- ( தொடர்ச்சி ) 


4.1 பகுதிகசாக்கித் தொகை காணல் 


| [f ( x ) + F ( x ) – 4 ( x ) | de = 


If ( x ) do + I F ( x ) dx 


J4 (x ) de என்று நாம் முன்னர் 1-71 ( 3 ) ல் பார்த்திருக் 
கிறோம் . 


கொடுக்கப்பட்ட சார்பை , 

பகுதிப் 

பின்னங்களாகப் 
பிரித்து ( Partial fractions ) ஒவ்வொரு 

பின்னத்திற்கும் 
தொகை காண்பது இம் முறையாகும் . சில இயற் கணித 
சார்புகளுக்கும் , சில முக்கோண 

கணித 

சார்புகளுக்கும் 
இம் முறை பயன்படும் . 
4 • 11 முக்கிய எடுத்துக்காட்டுகள் : ( வாய்பாடுகளில் சில ) 

da 
( 1 ) 

என்ன ? 
82 a2 


- 


1 


1 


21 ( 


1 
2d 


1 
M + 


என்பது 


82 


2 


0 


0 


நமக்குத் தெரியும் . 


/ 


ஆகவே - / ( - + ) an 

2.. (log ( a - a ) - log ( r + 4 ] 
= > log ( + a) 


தாகை காணும் வழி - வகைகள் 


1 


( 2 ) அவ்வாறே , 


| - * = = / ( - + + 4 ) க்க 
[ tos ( 4 + 2 ) 

( 4 - 3 ) 
= 2 ! lag ( + ) 


11 
2a 


log ( a + 2 ) - log ( a 


சாதாரண எடுத்துக்காட்டுகள் : 


( 1 ) I 

I + 


dx 
( 3 + 1 ) 2 ( 1 - 28 ) 


என்ன ? 


முதலில் 


பின்னங்களாகப் 


1 

(x + 1) 2 (1 - 28 ) ஐப் பகுதிப் 
பிரிக்க வேண்டும் . 


A 
M +1 


+ 


1 
( x + 1 ) 2 ( 1 
கொள்க . 


B 
( x + 1 ) 


+ 


O 
( 1 - 28 ) 


எனக் 


- 20) 


அப்போது , 1 = A ( a + 1 ) 

( x + 1 ) ( 1 - 

( 1 - 23 ) + B ( 1 - 23 ) + 
C ( x + 1 ) 2 இஃதோர் முற்றொருமையாதலின் , -க்கு எம்மதிப்பு 
கொடுத்தாலும் இருபக்கங்களும் சமமாகவிருக்கும் 


0 = 


1 ; 


1 


3B 


: B = 


1 
3 


1 


1 


0 = 


1 


= 


9 

C 
4 


2 


; 


4 
91 


= 


0 ; 


1 = A + B + C 
• A = 1 - B - 0 


2 


- 


9 


தொகை நுண் கணிதம் 


+ 


+ 7 - 


1 
3 ( +1) 
4 

dx 
9 ( 1- 2x ) 
9 
2 

log ( 1 - 2 ) 


2 


- 


log ( + ] ) - 


1 
3 ( w + 1 ) 


1 
3 ( x + 1 ) 


+ 


2 
9 


log ( +1) / ( 1 + 23 ) 


23 


22 


பயிற்சிகள் 4 ( a ) 
கீழ்க்கண்ட சார்புகளுக்கு x - ஒட்டிய தொகை காண்க . 
( பகுதி பின்ன முறை ) : 
1 

302 + 4 
1 . 

9 . 
9 

( x + 2 ) 2 ( x - 3 ) 
1 
2 . 
9 432 

10 . 

( w - 1 ) ( + 2 ) ( 2 + 3 ) 
1 
3 . 
( w + 3 ) 

11 . 
1 

( w - a ) ( w - b) (w c) 
4 . 
4 ( 20 1 ) 

a ) ( x - b ) ( w 

12 . 
1 
5 . 

( -p) ( w g) ( w 
( x - 2 ) ( v - 3 ) 
5 

13 . 
6 . 

( w - 1) (w + 2 ) 
( 31 1 ) ( 20 + 1 ) 
2x +3 

22 +1 
7 . 

14 . 
( x + x2 - 2 ) 

( w + 1 ) ( - 2 ) 
- b2) 

82 + 2 
8 . 

15 . 
( 2 - a ) ( 2 - b2) 

(w- 1 ) ( - 2) 


( 


c) 


- 


20 ( a 


4.2 சில பல அமைப்புக்களின் தொகை காணல் - இருபடிக் 
சார்புகளும் அவைகளின் மூலங்களும் 

dx 
I. 
an2 -- bx + c 

dx 
II . 


|s 
Svace + bx to 


III . Svarl + bx + c dx 
என்ற அமைப்புக்களை முறையே ஆராய்வோம் . 


தொகை காணும் வழி - வகைகள் 


33 


4.21 அமைப்பு 1 : 

dx 

0.02 + bx + C 
இதன் மதிப்பை , 
dx da 

da 

; 
x2 + a 22 a2 

a2 2 
என்ற அமைப்புக்களையொட்டிய முறையில் காண முடியும் . 
இம் மூன்று தொகைகளும் முறையே 

1 
tan -1 

; 


( 


( 


- 


0 


a 


a 


0 -- 


log 


( 


W 


of aa 


( 


( 


a , b , c- ன் 


என்ற 


1 

; 
2a 
1 ) 

a + 8 
log 

2a 
என நாம் முன்னர் 2 • 221 , 4 • 11 ல் கண்டிருக்கிறோம் . 

மதிப்புக்களையொட்டி , ax2 + bx + c 
கோவையைத் தகுந்த முறையில் அமைத்து , பின்னர் ஒரு 
எளிய ஈடு 

செய்ய வேண்டியிருப்பின் , அதையும் செய்து , 
dx 

என்னவென அறியலாம் . 
an + bx + c 

அஃதோடல்லாமல் , use -bx + c = a ( w - c ) ( x - s ) என்று 
இருசினை பிரிக்க முடியுமானால் பிரித்து 
da 

1 dx 

எனக் கொண்டு . 
ax2 + bx + c 

( w -- c ) ( x- B ) 
பகுதி பின்னங்களாக்கித் தொகை காணலாம் . எல்லாம் 
ஒரே விடையைத்தானளிக்கும் . 
பின்வரும் எடுத்துக்காட்டுகளைக் காண்க : 

1 
( 1 

அமைப்பு . 
x2 + a 

dx 
4x2 + 4x + 5 

da 
x2 + y + 5 

4 
dx 
( w + 1 ) 2 +1 
I.C. - 3 . 


|s 


fe- c)(x- s) 


( 


|Sa 
I a 


தொகை நுண் கணிதம் 


t / 


- 


இங்கு 3 + 3 = f என ஈடு செய்தால் : da = dt . 

dt 
தொகை 

t2 +1 
= 4 tan -1 (t) 

20 +1 
= 4 tan 

2 


-1 


- 


( 2 ) 


1 
w2 - 02 


அமைப்பு 


da 


2 


| =-5- |[ =+ ;) - ( ) 


5 


இங்கு 


N + 


= t எனக்கொண்டால் , 


தொகை 


si 


dt 

(1) 2 


t2 


1 


log 


- 
- 


2X 


( - ) 
( + 


x + 2 


- 


log 


+ 3 


இதையே பகுதி பின்ன முறையிலும் பின்வருமாறு 


காண 


லாம் : 


Is + 6 = / ( + , - ++ ) 


dx 


( + 


log 


+ 3 ) 


(3 ) 


1 

அமைப்பு . 
2 


a2 


- 


dx 


1 


dx 


- 


|s 


- 20 


302 


3 


2 – 2 


- 


dx 


3 


( 3 ) 2 - ( e + 1 ) 2 


தொகை காணும் வழி - வகைகள் 


|s 


= 


log 


log 


= 


log 


] 
log ( 14 ) + f log 3 


கழிக்கவும் செய்யலாம் . அப்போது தொனக = 1 log ( 


இங்கு x + 3 = t என ஈடு செய்தால் , 

1 

dt 
தொகை 

3 . 

( 2 ) 2 - 2 
1 

3 + t 
3X * 3 - t 
1 

3 +8 + ! 
4 

3 3 
1 

3 ( w + 1 ) 
4 

( 1 - 38 ) 
1 N + 1 

( A ) 
4 ) 

1 
4 log 3 ஒரு மாறிலியாதலின் , 4 log 3 ஐத் தொகையிலிருந்து 

x +1 

1-30 
இதையே பகுதி பின்ன முறையிலும் பின் வருமாறு செய்யலாம் . 
dx 

1 

3 
+ 

doc 
20 30: 2 

4 ( x + 1 ) 4 ( 1 - 3x ) 
1 

log ( x + 1 ) - log ( 1 
4 
1 

x + 1 
log 

(B) 
4 

1 3 . 
( A ) க்கும் ( B ) க்கும் உள்ள வேறுபாடு + lkg 3 என்ற மாறிலி . 
4.22 அமைப்பு II : 

dx 

Vax2 + bx + c 
இதன் மதிப்பை , 
dx da 

dx 
; a2 - - 22 

a2 
என்ற அமைப்புக்களையொட்டிய முறையில் காண முடியும் . 
இம் மூன்று தொகைகளும் முறையே , 

w + Vw2 + a 
sin h - 1 அல்லது log 

; 


- 


[ 


( 


|s 


V w2 


+ a2 


M 2 - 


sin - 1 


( * ) 
( * ) அல்ல 

* 
( - ) அல்லது log ( + V: - ") 


Cos -1 


cosh 


என நாம் முன்னர் 2.221 ல் கண்டிருக்கிறோம் . 

I.0 . - 3AI 


தாகை நுண் கணிதம் 


இங்கு a , b , c- ன் மதிப்புக்களை யொட்டி , Vax2 + bx + c 
ஐத் தகுந்த முறையில் அமைத்து , பின்னர் ஒரு எளிய ஈடு 
செய்ய வேண்டியிருப்பின் அதையும் செய்து , 

dx 

என்ன வென அறியலாம் . 
Nax² + bx to 

1 
எடுத்துக்காட்டு : ( 1 ) 

என்ற அமைப்பு . 
Va2 - 02 


s 


+ + 


dx 


dx 


- 


sut- 


. 


| 


V10 


18c 


9.x2 


( x + 1 ) 2 


இங்கு 


X + 1 = t 


என ஈடு செய்க. 


dt 


தொகை 


INS 


V10 


2 


t2 


3 


1 
3 


sin - 1 


( 11 


3t 
V10 


) 


1 


co 


sin - 1 


[ 1 


3 ( x + 1 ) 

V10 


- 


1 
எடுத்துக்காட்டு : ( 2 ) 

என்ற அமைப்பு . 
Vx2 

+ a 
dx 

dx 
Vx2 + 4x + 8 

V ( x +2 )2 + 22 
x + 2 = t என ஈடு செய்க . 

dt 
தொகை 

Vt2 + 22 


| 


s 


= / 


sin h - 1 


sin h - 1 


( 2 ) 
( 

+ 


W + 2 

2 


அல்லது 


( x + 2 ) + Vx2 + 4x + 8 


- 


log 


( 


2 


] 


1 


எடுத்துக்காட்டு : ( 3 ) 


என்ற அமைப்பு . 


12 
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37 


- 


dac 

dx 
V2 + 8w- 20 

V ( w + 4 )? 
t என ஈடு செய்க . 


62 


W + 4 


தொகை 


= / 


dt 
Vt2- 62 


= cos h-11 


( A ) 
(**) 


= cos h-1 


4-23 அமைப்பு III : 

V ava + bx -- என்ற அமைப்பு . 
IV x2 +-a2 dec ; IV x2 = aada ; Iva? - x2 de 
என்ற மூன்று அமைப்புக்களை யொட்டிய முறையில் அமைக்கப் 
படலாம் . இம் மூன்று தொகைகளும் முறையே , 


A*< F + 4 + Are log ( * + v®° + 5 ) : 
ie v r - t- Are log ( = + < * - * ) : 

( * ) 


zxV a2 - x2 + 1a2 sin -1 


என்று நாம் முன்னர் 3.111 ( 4 ) ல் குறிப்பிட்டுள்ளோம் . 


எடுத்துக்காட்டு : ( 1 ) V x2 + a2 என்ற அமைப்பு . 

IV.2 -- 4.c + 8 dl.s JV ( x – 2 )2 + 22 dic 


- 


இங்கு x – 2 = t எனவும் 2 = a எனவும் ஈடுசெய்தால் , 


. 


தொகை = Jvt2 + 22 dt. 

= z t v_{2 + a2 + zu log ( + vie + a* 
= ( x - 2 ) V.32 – 40 + 8 + 2 log | ( w - 2 ) + V x2 - 40 + 8 

= 21os [ te - 2 ) + VF - &# + 3 ] 


தொகை - நுண்கணிதம் 
இத்துக்காட்டு : - (2) 0 என்ற அமைப்பு. 
JVt2 -- 2s de JV ( x -- 1 ) 2 - 12 da . 

= t என ஈடு செய்தால் , 
தொகை 

IVt2 

- 

- 1 dt 
it Vt2 - , log ( t + Vt2 - 1 ) 
1 ) V w2 2x; i log ( w - 1 + Va2 

20 ) 
எடுத்துக்காட்டு : ( 3 ) Va2 22 என்ற அமைப்பு . 


- 


- 


5 


JV5 - 302 


6x 


dx 


V3 ) 


IN 


-2w 


- aº da 


3 


= 


IN 


8 
3 . 


- ( x + 1 ) 2 ds. 


8 


x + 1 = t எனவும் , u ? 


எனவும் , ஈடுசெய்க 


3 


தொகை = V3JVa2 


t2 dt 


= 


3 . 
2 


[ 


t Vaa 


t2 + a2 sin -1 


( 4 ) ] 


V 3 , 


( 3 + 1 ) 


V 


2x | 


- x2 + 


2 


3 


8 


ஸ் ( V * * + 1 ) ) ] 


3 


4.3 மற்றும் சில அமைப்புக்கள் : 
f ( ar ) 

px + q 
. 

; சி.றப்பாக 
ux2 + bx + c 

ux2 + bx + C 
f ( a ) 

px + q 
II . 

; சிறப்பாக 
Vaw2 -+ bx + c 

Vav2 - + bx + c 


ங்கு 


முழு 


f ( x ) = + a x + a , en- / + . . . + an (" ஒரு கூட்டு 
எண் ) - 

4.31 அமைப்பு 1 : f ( w ) ஐ (un2 + bx + c ஆல் சாதாரண 
மாக வகுத்தால் , 
Aav - 2 -- Bxy- 3 + . . . - | - P என்ற ஈவும் , 

px + q 

R2 - + bx + ( 
என்ற மீதியும் வரும் . 





தொகை காணும் வழி - வகைகள் 


/ ( Aar - 2 + Ben - 3 


+ P ) da 


உறுப்புறுப்பாகக் 


காணலாம் .. 


(வாய்ப்பாடு / == da 


* + ) ஆக்வே . எஞ்சி 


யிருப்பது , 

px + q 
am2 --- br --- C 


dx 


pb ) 


- 


இங்கு 


px + q 


( 2 «e + b ) + ( 


4 


என்று 


2a 


2a 


- 


. 


s 


எழுதினால் , 
px + q 

P 2ax + b 

g 

pb ) 
dx 

dw ++ 
aa2 + bx + c 

ana + bx + C 

2a 
dx 
an2 + bx + c 

எனவரும் . 

fl ( c ) 
வலதுகைப்புறம் முதல் தொகை அமைப்பு 

f ( w ) 


S 


அதன் தொகை 


P 
2a 


log (ase + be + c ) . 
( 4 2 ) / - 


dx 


ரண்டாம் தொகை 


aa2 + bx + , 


அமைப்பிலுள்ளது . அதன் தொகை காண்பது முன்னர் 
4.21 - ல் விளக்கப்பட்டது . 


f ( x ) dx 


எனவே 


அறியலாம் . 


ax2 + bx + c 


எடுத்துக்காட்டு . 

203 1122 - 11x + 26 
1 . 

dix என்ன ? 
x2 - 70 + 6 


1 


203 


82 -- +6 


) 


2.r - 3 


203 


- 


11x2 113 + 26 
14.x2 + 120 
302 23 - 26 
302 210 + 18 

20 -- 8 


--- 


| ( 2 


20 8 

da 
82 78 + 6 / 


தொகை = 


20 - 3 


-- 


- 


* ) 


(20 + 3 )2 

4 


2 / - 7 +5 


ds .. 


11 


தொகை நுண் கணிதம் 


B. 


T2 - 73 +6 


+ 


எனக் கொண்டால் 


W 


- 1 


- 


( w - 6 ) 


3 


2 


+ 


5 ( w 


1 ) 


5 ( 


6 ) 


- 2 


( -6 


4 

da 
7-6 


: / ( + 2 ; ) 


dx 


6 


log (w - 1 ) 


4 
5 


log (x - 6 ) 


5 


1 


. 


முழுத்தொகை 


( 20 + 3 ) 

4 


log ( x - 1 ) ( w -- 614 


5 


1 


3w 


2 . 


202 -60+ 5 என்ன ? 


od 


= 4x - 6 


* (2 + - 62 +5 ) - 

( 4 : - 6 

6 ) 


.. 1-3w 


7 
2 


4 x 


- 


dic 


ஃ தொகை 


3 
4 


43 - 6 

dx 
202 - 6w + 5 


7 
2 


5 ) 


2 - 38-3 


dac 


t rop ( a - Gr + 5) - 1 /(s -3 +1) 

| 


dx 


/s 


- 


da 

+ ( 1 ) 
2 


2 


5 
38 + 

2 


22 


- 


- 


- tan- ( 7 ) 


. 
2 tan -1 ( 20 - 3 ) 
3 log ( 20x2 - 63 + 5 ) - , tan -1 ( 

2-3 ) 


- 


. முழுத் தொகை 


- 


4.32 


அமைப்பு II . 


f ( w ) 
Vav2 + bx + c 


Coen + Cyer - 1 + ... + 0 
Vax2 + bx + c 


ds என்ன ? 


தொகை காணும் வழி - வகைகள் 


41 


+ An 


| 


f = ( A , xn - 1 + A , en - 2 + ... A.p - 1 ) Vax2 + bx +0 

dx 

எனக்கொள்க . 
Van2 + bx + C 
இருபுறங்களுக்கும் ? வகைக்கெழுகண்டு , இருபுறங்களையும் 
Vax2 + be + C ஆல் பெருக்கினால் , 

Cen + C , en - 1 + ... + Ch 
{ (n -1 }Agan - 2 + ( n - 2)-Aga-3 + . -An-2} (ate2 + be + c ) 
+ ( A0 xn - 1 + Ay an - 2 + ... + An - 1 ) (ax + 35 ) 

-- An . 
சமபடிக் கெழுக்களை சமன்பாடு செய்தால் , ( m + 1 ) சமன் 
பாடுகள் கிடைக்கும் . அவைகளிலிருந்து A0, A1 , ... An . கண்டு 

dx 
பிடிக்கலாம் . மேலும் Svar கண்டு பிடிக்கலாம் , 

aa2 + bar + C 
எனவே முழுத் தொகை கிடைக்கும் . 


= 


எடுத்துக்காட்டு : 


3 +1 

dx என்ன ? 
X + 1 


x2 ) 


- 


Sun 


83 + 1 

dx ( Aax2 + Aux + A. ) Va - w + 1 
32 X +1 

dx 
+ AS 

எனக் கொள்க . 

X + 1 
இருபுறங்களுக்கு வகைக்கெழுகண்டு , இரு புறங்களை 
யும் Vx2 = x +1 ஆல் பெருக்க . 


live 


x3 + 1 = ( 2 Aax + Ay ) ( x2 -- x + 1 ) 

+ ( Acar2 -- Ayx + Ag ) ( x -- 3 ) + A , 
= 23 ( 3A0 ) + x2 ( 2A1 - * A. ) 

-+ x (2A . - * x + A2 ) + (A - Z Ag + Ag ) 
சமக்கெழுக்களைச் சமன்பாடு செய்தால் , 

5 1 

9 
A = 3 ; A1 

12 24 

16 
கிடைக்கும் , 


= 


; A , 


; AS 


எனக் 


தொகை நுண் கணிதம் 


எனவே , தொகை 

5 
2 -- 
3 

12 


9 


(ls 





V2 


+1 - 


24 


16 


( 
J - * - * 

( , ) 

log [ le r + 1] 
சிறப்பாக - 


- 


] 


- 


are bac 


log | ( x - } ) + Vx2 --- x +1 
எனவே முழுத் தொகை 
872 + 100 1 

9 
Vw2 -- x + 1 + log ( w-- } ) + V.x2 - x + 1 
24 

16 
px + q 

dw காண 

Vaa2 + bai 
முன்னர் 4.31 - ல் 
காட்டப்பட்ட ஈடு முறையையே கையாளுவோம் . 

(402 + bx + c = எனக்கொள்க . 
( 2ax + b ) de 

du 
P 

bp ) 
px + q 

4 
2a 

2a / 
( px + q P ( 2ax + b ) 

b ற 

dx -- 4 
Mama – bw + c 2a Vax2 + bx + c 

2a 

dx 

Vx2 + b + c 
வலது பக்கம் , முதல் தொகை 

p 
2a 

u1 / 2 


பா 


soyou 


) 


du : 


2 / 


7/1/2 


p 


Vaxa + bx + c 


da 
ரண்டாவதுள்ள 

Max2 + bx + C 
முன்னர் அறிந்த அமைப்பு . 


Ivars & bar to 


நாம் 


ஆகவே 


(pw + q ) da 


2vau 

+ kar + c + t /vas+ 


எனக் கிடைக்கப் பெறும் . 


தொகை காணும் வழி - வகைகள் 


எடுத்துக் காட்டு : 


4x - 7 . 


- 


- 


dr என்ன ? 
Vx2 + 2r - 3 

2 + 2 . 3 
( 23 + 2 ) (la 
4x + 7 = 2 ( 2 .: + 2 ) + 3 
4.x – 7 

( 2x + 2 ) dr 
(dx = 2 

+3 
Vx2 + 21-3 

/ x2 + 2x - 3 ( x + 1 ) 2-4 
du 
2 

+ 3 log | ( x -- 1 ) + V3 + 23-3 


ஃ 


( 


[ * 


31 

+ 1 * + 
3 bag [c 


== 


4 Vr2 -- 2-3 -- 3 log | ( x + 1 ) + Vx + 28-3 


1 


2 . 


. 


1 / 4--3 
4-3 : 


- 


( lr: என்ன ? 
22 
32 = 

du 
3.x = 3 ( -2 : -3) +1, 

- (23 + 3 ) 


2x ) dr 


= 


1 


1 


-- 


3 


ds + + / 

* / 


M2 - ( x + i ) ? 


u1 / 2 

+11 sin -1 


( * ) 


2 + 3 


- 


= 304-3x - x2 + 1 ) sin -1 


3 . 


[5+ 


என்ன ? 


x2 + 1 

dx 
Vx2 + 4 
82 + 1 
V2 + 4 


-- 


* 


/ * 


x2 + 4 3 

Vx2 + 4 


da 


die 


| vr¢ + 2cle - 3 / 


+ 22 


2 


Java2 + 4 + 2 sin h -1 


- 


3 sin h -1 


( * ) 


AeVx2 + 4 


- sin h -1 


- 


( 2 ) 


மேற் சார்பு இருபடியாகவும் , கீழ் சார்பு , இருபடிச் சார் 
பின் மூலமாகவும் இருக்குமானால் இம் முறையையும் கையாள 
லாம் . 


தொகை நுண் கணிதம் 


பயிற்சிகள் 4 ( b ) 


கீழ்க்கண்ட சார்புகளின் x- ஒட்டிய தொகை காண்க . 


1 . 


1 
82 + 2 + 3 


10 . 


. 


2 . 


20 + 3 
x2 + 2x + 5 


11 . 


1 
V8 + 3x- 2 

1 
V (x- a ) (b - x ) 

1 
V ( a - x) (b + c ) 

23 + 3 
V 4x2 + 5x + 6 

4x 1 


30 +1 
2x2 + -- 3 


3 . 


12 . 


4 . 


x3 
4 + 204 | 


13 . 


x8 


22 


5 . 


x + 1 

2 


14 . 


1 


V W2 


20 + 4 
x + 1 


32 


6 . 


15 . 


2 + x + 1 


V 2202 


W + 2 
24 


7 . 


1 
V2-3x + x2 


16 . 


V ®2 + x + 1 


0 


8 . 


17 . 


x2 + 2x + 3 
V x2 + x + 1 


Vx2 + + 1 


x +1 


9 . 


V2x2 + x - 3 


பின்னர் வேறு பல ஈடுசெய்தன் முறைகள் விளக்கப் 


4 -4 
படும் . 


4-41 


I எடுத்துக்காட்டு : 


Su 


1 . 

32 
1 . 

dx என்ன ? 

x-- 5 
கீழே உள்ள இருபடி மூலத்தை நீக்க , 

x + 5 = t2 எனக் கொள்க . 


அப்போது x2 = (t2--5 ) 2 எனவும் 

du = 2 tdt எனவும் கிடைக்கும் 


தொகை காணும் வழி - வகைகள் 


45 


( 


S 


22 

dx 
* + 5 


( t2- 5 ) 2 2 tdt 

t 


27 ( 4-10 t2 +25 ) dt 
t5 1013 

+ 25t 
5 . 3 


/ 25 

] 


= 


V --- 5 


என 


ஈடு 


செய்து 


தொகை 


இங்கு 
காண்க . 


(i+a ) *+ (1+ 3) . 


dx 
2 . 

( 1 +-3 ) 1 / 3 + (1+ )1/2 . 
இங்கு தோன்றும் , இருபடி மூலம் , முப்படி மூலம் இரண்டை 
யும் ஒருங்கே நீக்க , 

( 1 + x ) 16 எனக் கொள்க . 
அப்போது ( 1 + d ) 1/3 = t2 

( 1 + x) 1/2 

ds = 6t5 . ஆகும் . 


. 


- 


x dx 


| +2 


( 1+ )1/3 + ( 1 + 1/2 


(t6-1 ) 6 15 dt 

t2 + 13 
t11 t5 

dt 
t2 + 13 
t9 t3 


6 


- 
- 


6 


dt 


1 -t 
( t3 ( 13 + 1 ) ( t3 

t --- 1 


-- 


1 ) 


- 


6 


| 


dt 


--- 
+ 


6 


[ ® (48-1) ( 2-4 + 1 )ds 


இங்கு பெருக்கி வந்த சார்பில் , உறுப்புறுப்பாய்த் 
தொகை கண்டு 

t = ( x - + 1/1/6 என ஈடு செய்து தொகை 
காண்க . 


1+ VE 


3 . 


dx 


1+ M 


W 


- 


14 என ஈடு செய்ய , 
t2 எனவும் , 
t எனவும் 
4 13 எனவும் பெறப்படும் 


-- 


- 


da 


-- 


- 


s 


தொகை நுண் கணிதம் 


Sitio 


+ 


1 + V 

1 + t2 
ஃ. dx 

4t3 dt 
1 + V 

+ t 

t5 +3 
4 

dt 
1 + 

2 
4 t4--13 + 2t2--21 +2 

dt 

t + 1 
உறுப்புறுப்பாய்த் தொகை கண்டு , t = va என ஈடு செய்க . 


-- 


பயிற்சிகள் 4 ( c ) . 
கீழ்க்கண்ட சார்புகளின் ஒட்டிய தொகை காண்க . 


♡ X 


1 .. 


6 . 


0 


1 + . 
2 + 1 
MT + 5 


2 . 


0 


3 


8 . 


V 


1 


1 + V 

1 
( 1 ) 

1 
( 23 + 3 ) Vx + 5 

1 
( w + a ) 1/3 ( + ) 1/2 

1+ VT 
* ( 1 + NR) 


4 .. 


9 . 


1 
03 + 1 
V :+2 


5 . 


10 . 


T + 6 


4.42 11 ( 1 ) (e-p) Var + bx + c 


dx 

என்ன ? 
IV 

ama + bx + c 
1 

எனக் கொள்க . 


T - P = 


11 


dä 


- 


dt .. 


t2 


M 


1 

+ + b + 
Vams + be + c = 

t 
= VAta + Bt + K 
t 

dt 
தொகை 

t .1. VAt + Bt + K 

t 


- 


ராம் 
- 572 + B + 


dt 


VAla + Bt + K 


தொகை காணும் வழி - வகைகள் 


47 


இதன் தொகை 

da காணும் 

V ax2 + bx + C 
முறையில் கண்டுபிடிக்கலாம் . 


நாகை 


( 2 ) சிறப்பாக ( s-pvs + be + 


காண , 


- 


-நான் 


( 2 ) சிறப்பாக ( w- p) Vam + bx + c 
சென்ற எடுத்துக் காட்டில் பயன்படுத்திய , 

ஈடு முறை 
கொண்டால் , 

dt 
தொகை 

t2 1 VAt2 + Bt + K 
t 

t 
dt 

VAt2 + Bt + K 
இது முன்னர் 4.22 ல் காட்டப்பட்டதாகும் . 

da 
( 3 ) ( x + 1 ) V2 5 x + 4 

1 
x + 1 

t என ஈடு செய்தால் , 

1 
dx 

-dt . 
t2 | 


-JVAR + B + F 


v* > + 


Vx2 = 5x + 4 


VI - 1 ) - ( -1)+4 


கம் 


V10 12 - 7t + 1 


- 


t 


தொகை 


-- [ 


- 


3 


dt 
t2 ] V10 t2_- 7 t +1 

t 
dt 
V2 

t --- 

10 


-1 


V10 


1 


7 
10 


dt 


1 


- * IV (r- 1 - (3 ) 


M 


- 


1 7 

7 
log 

+ t2 

t + 
V10 20 

10 10 
1 

என ஈடு செய்து விடை பெறுக . 
x +1 


1 ] 


பங்கு 


- 


48 


தொகை துண் கணிதம் 


4.43 


da 


III 


frase + 5> < ps + 4 


என்ன ? 


1 


- 


என ஈடு செய்தால் , 


t 


1 


dar 


- 


- 


dt 


ta 


0 


a + bt2 


a2 + b 


* 


+ b 


= 


t2 


M 


+ g 


p 

P + qte 
Vpx : + q = 

t2 

t 

at 
ஃ தொகை 

( a + .bt) Vqt + P 

t2 
t dt 
( a + bte ) Vqt2 -- p 
P + qt2 22 என ஈடு செய்ய , 
2 qt dt = 2 2 dz . 


- 


- 


..t dt 


dz . 


9 


( 22 - p ) 


a + bt2 = a + 


g 


( ag 


by ) + bx2 


4 


- 


t dt 
( a + bt2 ) VP + qt 


+ ) + ? 


-- 


2 


- 
-Jan - p) + be 


X 
q ((aq - bp ) 

bp ) + bz2 

9 

dz 
(ag - b ற ) + bx2 


da 


- 


அமைப்பாகும் . 


+ + aa 


0 


அல்லது 


Sara 


t என ஈடு செய்து 
Vpm + q 
dt 

என்ற அமைப்புக்குக் கொண்டு வரலாம் . 
At2 + B 


தொகை "காணும் வழி - வகைகள் 


2 


எடுத்துக்காட்டு : 


dx 


ISize +alv 28 +62 


என ஈடு செய்க . 


1 


dx 


- 


- 


dt 


t2 


1 


1+ a2 t2 


2 + a? 


- 


+ a2 


V x2 + 62 


V1 + 62 2 

t 


- 


MA +2 


தொகை = 


-ரசா 


• dt 
t2 ( 1 + ate ) V1 + b2t2 
t2 

t 
t dt 
( 1 + a ta ) VI + 62 t2 

ஈடு செய்க . 


-- 


= - [ i + 1 + 


1+ b2 t2 


22 என 


1 


t2 


- 


b2 


22 


2t dt 


- 


dz . 


b2 


a2 ( 22-1 ) 
1+ a2 t2 = 1+ 

b2 


=(9*- *") + ** 
bs 

V + * 


dz 

X 
b2 [ (b ? - a ) + 02 22 ] 

b2 
dz 
a222 + (b2 - a ) . 


VA 


க்குரிய தொகை கண்டு , 


2 = V1 + 62 t2 


என 


செய் 


தொகை காண்க . 

I.0 . - 4 


தொகை, நுண் கணிதம் 


பயிற்சிகள் 4 ( d ) 

காண்க : 
கீழ்க்கண்ட சார்புகளின் x- ஒட்டிய தொகை 

1 
1 . ( x + 1 ) V 1- 2 

1 
2 . 

( w - 1 ) V1 2 


3 . 


1. 
( x + 1 ) V x2 


1 


1 


1 
4 . 
( w + 1 ) V2+1 

+11 

1 
5. 

a ) 4 x2 

11 
6 . ( 1 - 2s ) V 302 + 2 + 

1 
7 . 

( c - 1 ) 2 V1 - 2 


8 . 


1 
( 23 + 3 ) V4 

- x2 

1 
( 1 + x ) V1 + 20 


9 . 


10 . 


1 
x Va + 2bx + cx2 


1 


11 . 


( 1 + x ) / 1 


- 


82 


dar 


12 . 


ன் மதிப்பென்ன 


( 2 


ar2 ) V4 – 12 


13 . 


1 . 

- 
( *- + 


1/2 idx 
( 1- 2.z2), V1 


ன் மதிப்பென்ன ? 


- 


* 2 


14 . 


1 ) Vx2 + 1 


1 


15 . 


mm - 1 ) Mv2 + x 


1 


51 


தொகை காணும் வழி - வகைகள் 


dx 

என்ற அமைப்பு : 
IV.I + b cos W + c sin x 
இது ஒரு முக்கிய அமைப்பாகும் . 


[Sa 


இங்கு tan 


= 


என ஈடு செய்க 


2 


dx 


அப்போது 


2 dt 
1 + t2 


- 


COS X = 


1 
1 + t2 . 


. 


sin x = 


2t 
1+ t2 


இவ் ஈடுகள் செய்ய , 

dt 
தொகை 

2 

At2 + 2ct + B 
என்ற அமைப்பில் வரும் . இங்கு A , B , C -- ஒட்டி தொகை 
கண்டு , 

t tan என ஈடு செய்து விடை பெறுக: 

2 


C 


-- 


சிறப்பாக : ( i ) / 


dx 
sin x 


2dt 

2t 
( 1 + t2 ) 

( 1 + t2 ) 
dt 


| 
* 

( 3 ) 
S 


log tan 


dx 


( ii) 


| 


COS.W 


2 dt 

( 1 - 12 ) 
( 1 + t2 ) 

( 1 + 2 ) 

dt 
2 

1 t2 


|s 


i + tan 


8 . 
2 


log 


1 - tan x 


2 


- 


log tan 


(( +5 ) 


I.C .-- 4A 


ITS040 


தொகை நுண்கணிதம் 


கே : | === T. (4 +-) 


- [ i ( v = ; + = ஈ 6 ) 


log tan 


y 
2 


-- 


II 


log tan 


( 


T 
4 


+ 3 ) 


- 


L 


| 


இங்குக் கூறப்பட்ட tall 

t என்று ஈடுசெய்தன் 
முறையில் , பின் கூறப்பட்ட அமைப்புகள் , 
dx dx 

dx 
; 
atb cos x a + b sin : 

a cos x + b sin x 
யாவையும் அறியலாம் . 
எடுத்துக்காட்டு 
dx 

2dt 
(j ) 
3 + 4 cos W 

( 1 +12 ) 4-4t2 

( 3 + 

1 + t2 
2dt 
7 t2 


| 3+ 


- 


( 1 + 2) 


| 


W 


2 


log 


JY 

V 7 + tan 
( V 7 - tan 


2 


2 dt 


(i ) / 

| -ins = / + 


5 


8t 
1 + t2 


2dt 


- 


|s 


512 


- 


8t - 5 


2 
5 


|s 


dt 
t2 - t + 1 


at 


2 
5 


( 


42 + ( 3 ) 


: 


தொகை காணும் வழி - வகைகள் 


53 


t - - 


2 
5 


1 
3 
5 


tan - 1 


3 


) 


2 
3 


tan - ( ) 

( 


2 
3 


5 tan 

2 


tan -1 


) . 


3 


dx 


( ii ) 3 cos 2–4 sin 3 


2 dt 
3- & t 3t2 


dt 


f 
3 
2 3 
+놓 108 ( 


dt 


11 


- ( t + ) 


20 
3 + - tan 

2 
J 

20 
-tan 
3 

2 


) 


9 + 3 tan 


2 


1 log 


1 


long 


. 


2 


} 


3 tan 


2 


dx 


( iv ) . 


என்ன ? 


5 cos 2x + 12 sin 2x 


t 


என ஈடு செய்க . 


இங்கு 

tan 2 
sec2 x d.x 


da 


dt 
1 + 12 


2t 


sin 2x 


1 + 12 


1 


cos 2x 


1 + 1 


- 


- 


- fi+ 


| 


| +51)(5 


- 


- 


26 (5 - 11 / 

தொகை துண் கணிதம் 
... தொகை ( 1 + t2) 5 

512 

24t 

+ 
1+ 2 1+ 2 

dt 
5 + 24t , 5t2 
dt 

t) 
1 

AAL 

B 

+ 
5+ 24t 5t2 

1 + 5t 

5 t 
1 

A ( 5 - t) + B ( 1 + 5t) 
26 B 

1 
B 

26 
1 

A 
5 

5 
AT 

26 
dt 

5 

1 
+ 

dt 
( 1 + 5t ) ( 5 - t ) 26 ( 1 + 5t): 
1 

1 + 5t 
log 
26 

5 - t 

1 + 5 tan x 
26 

5 tan x 


26 


( 1 + 5")(5 -1) 


- 


- 


log 


- 


dx 


குறிப்பு : 


பொதுவாக 


JĀ cos me + B sin mæ + c 


in 
tan 

2 


= 


என்பது காண , 


t என ஈடு செய்யவேண்டும் . 


170 


max 


அப்போது 


seca 


dx 


dt 


2 


2 


= 


2 
dx 
m ( 1 + 2 ) 

2t 
sin mix 

1 + t2 

1 t2 
COS mx = 

1 + t2 


- 


தொகை காணும் வழி - வகைகள் 


r2 dt : 


அப்போது தொகை = /s 

m ( 1 + 12)TA (1 ---12) B 2t 

+ + C 

( 1 + te) 1 + 2 | 
dt 


( 


2 ) 


- /AR + 25" + (C + A) 


/ 


ms 
என வரும் . இதற்குத் தொகை கண்டு , t = tan 

என 

2 
ஈடு செய்ய , விடை பெறப்படும் . 

5 cos x + sin x 
( v ). 

dx 
2 cos x + 3 sin x 
இங்கு ஒரு தனி முறை கையாண்டால் , தொகை எளிதில் 
கிடைக்கும் . 
2 cos w + 3 sin w = எனக் கொள்க . 

du 
2 sin x + 3 cos x 

dac 


இப்போது 


5 cos x + sin x = A ( 2 cos x + 3sin x) + B ( - 2 sin x + 3 cosm ) 

du 
Au + B 

dix 
எனக் கொண்டு , A , B கண்டு பிடிக்கவேண்டும் . 
A , B காண , 

2A + 3B 5 

3A - 2B = 1 என்ற சமன்பாடுகள் வரும் . 
இவைகளின் தீர்வு , A 1 , B 1 

du 
.. 5 cos x + sin x = u + 

dx 


- 


- 


du 


. தொகை = 


a + 


da 


dx 


= / 
- 4 + : 


L 


- 


1 du 

dx 

dx 
x + logu 

W + log ( 2 cos x + 3 sin x ) 
V. ஒரு தொகையும் , அதோடு இணைந்த -- தொகை 
யும் ( Related Integrals ) . 

P = / ex cos bx dp எனக் கொண்டால் , 


தாகை நுண்கணிதம் 


அதற்கு இணைந்த தொகையாக , 

Q Jeax sin bx dw என்பது அமையும் . 
அவ்வாறே 

P Jan cos ax da 

Q Jar sin av da 
ரண்டும் இணைந்த தொகைகளாகும் . 


= 


= 


பொதுவாக , 


P = S f ( x ) cos ax dx 

Q = If ( w) sin aw do என்ற இரண்டையும் இணைந்த 
தொகைகளுக்கு ஓர் எடுத்துக்காட்டாக வைத்துக் கொள்ள 


லாம் . 


இணைந்த தொகைகளெனின் , இரண்டினையும் உடனுடனே 
அறிய முடியும் . 


-- 


எடுத்துக்காட்டாக : 
P = Seas 

Cos bx dx 
S eax 

sin bx dx 
என்ற இரு தொகைகளையும் எடுத்துக்கொள்வோம் . 

eax ( cos bx + i sin bx ) dx 


P + iQ = / 

= / 
= [ cian a 


eax . eibx de 


( a + ib ) x 
e 


aa 


- 


1 
a + is 
ib 

eax ( cos bx + i sin bx ) 

a2 + 62 
இங்கு P = வலப் பக்கத்தின் மெய்ப்பகுதி . 

iQ = வலப் பக்கத்தின் கற்பனைப்பகுதி 
வலப் பக்கத்தை , மெய் , கற்பனைப் பகுதிகளாகப் பிரித்து 
எழுதினால் 


வலப் பக்கம் 


= 


1 

eax ( a cos bx + b sin bx ) 
a + 62 

1 

eax ( a sin ba b cos bx ) 
a2 -- 62 


தொகை -காணும் வழி - வகைகள் 
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eax 


( a cos bx + b sin bx) 
a2 + 62 


eax 


( a sin b.x 
a2 + 62 


b cos bx )) 


இவைகளையே , 


P 


a ) எனவும் , 


1 

eax cos ( bx 
Va2 + b2 
1 

eax sin (bx 
Va2 + 62 


= 


a ) எனவும் 


எழுதலாம் . 


a = tan - 1 


( a ) ஆகும் . 


பயிற்சிகள் 4 ( e ) 
கீழ்க்கண்ட சார்புகளின் N- ஒட்டிய தொகை காண்க . 


1 


1 


1 . 


8 . 


1 + cot x 

1 


2 . 


9 . 


3 . 


4 + 5 cos x 

1 
13 + 12 cos : 

1 
4 + 5 sin x 

1 
1+ sin x 

1 


10 . 


4 + 3 -sin 20 

1 
13 + 5 cos mx 
1 + 2 sin x 
1 + 3 sin 2 
3 cos x -- 2 sin x 


4 . 


11 . 


5 . 


12 . 


COS V 


sin x 


- 


cos x + 3 sin x 

1 


6 . 


13 . 


! + 3sin x + 4 cos M 

1 


cos x + sinx 
2 cos * 3 sin x 

1 


-- 


7 . 


14 . 


1 + tan x 


3 sin 4x + 4 cos 4x 


பின்கண்ட வரையறைத் தொகையை மதிப்பிடுக : 

1/2 
15 . 

dx 
- 

( a- ஒரு மாறிலி) . 
1 + cos a sin 2x 


0 
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தொகை நுண் கணிதம் 


a 


1 


16 . 


I cos 


- 


cosec a log seca 


cos a t cos x 


என நிறுவுக . 


dx 


17 . 


அல்லது 


2a cos + aa 


1 


a3 


1 


என நிறுவுக . 


( முறையே a 


1 


எனக் கொள்க ) . 


dx 


- 


sec x 


V sin (14 4 sin =) 


+ 


tanw 


18 . 

sin x ( ! + sin x ) 
என நிறுவுக . 


log ( cosec x + cot x) 


ள 


19 . 


Saz - 29600g x+ b2 


அல்லது 


a2 


62 


என நிறுவுக . ( முறையே a > b > 0 ; b > a > 0 ) . 


1 + e 


m 


20 . 


0 
tan 

2 


Ni 


tan 


என ஈடு செய்து 


1 


dx 

( + e cos 3 ) 
என நிறுவுக . 


s 


e sin 


( 


(vl - e ? ): (u 


பகுதி 5 


தொகை காணும் வழி - வகைகள் 

( தொடர்ச்சி ) 


5.1 தொடர்ச்சியாகத் தொகை காணல் : 

ஒரு சார்பின் தொகை காணும் முயற்சியில் , அச் சார்பின் 
தொகை , ஒன்று அல்லது இரண்டு . ( அல்லது பல ) வரிசை 
அல்லது படி குறைவாக உள்ள அதேபோன்ற மற்றோர் 
சார்பின் தொகையாக அமையுமானால் , நமக்கு ஒரு சுருக்க 
வாய்பாடு ( அல்லது சூத்திரம் ) கிடைக்கும் . இந்த முறையை , 
தடவை அல்லது 

தடவை 

பயன்படுத்தினால் 
நாம் எளிதில் அறியக்கூடிய ஒரு தொகை கிடைக்கலாம் . 
இம் முறைக்குத் தொடர்ச்சியாகத் தொகை காணல் முறை என்று 
பெயர் . 
5.11 இதை ஒரு 

முக்கியமான 

எடுத்துக்காட்டால் 
விளக்குவோம் . 

I = sinew do எனக் கொள்க . 
இங்கு 1 ஒரு கூட்டு முழு எண் எனவும் கொள்க . 

இங்கு , சினைகள் பிரித்துத் தொகை காணல் முறையைப் 
பயன்படுத்துவோம் . 
In = / sinex dr 
= / sinr- lx sinx dar 

COS X • sinr -1x f - cos x ( 1-1 ) sino- ex cos xdx 
- cost sin 2-10 + (m - 1) sinn - 2x cosax de 
- cos x • sinn - 1x + ( n - 1 ) / sine - 2 x ( 1 -- sin2x ) ds 
- cos e - sinn - 1 x + ( m - 1 ) / (sine- 22 – sints) da 

+ (m- 1 ) [ In- 3- I. ] 


ப 


- 


-- 


- 


-- 


cossina - 1 

- 1 


பகுதி 3 


தொகை காணும் வழி வகைகள் 


( தொடர்ச்சி ) 


5.1 தொடர்ச்சியாகத் தொகை காணல் : 

ஒரு சார்பின் தொகை காணும் முயற்சியில் , அச் சார்பின் 
தொகை , ஒன்று அல்லது இரண்டு - ( அல்லது பல ) வரிசை 
அல்லது படி குறைவாக உள்ள 

அதேபோன்ற மற்றோர் 
சார்பின் 

தொகையாக அமையுமானால் , நமக்கு ஒரு சுருக்க 
வாய்பாடு ( அல்லது சூத்திரம் ) கிடைக்கும் . இந்த முறையை , 
தடவை அல்லது 

தடவை 

பயன்படுத்தினால் 
நாம் எளிதில் அறியக்கூடிய ஒரு தொகை கிடைக்கலாம் . 
இம் முறைக்குத் தொடர்ச்சியாகத் தொகை காணல் முறை என்று 
பெயர் . 

5.11 இதை ஒரு முக்கியமான எடுத்துக்காட்டால் 
விளக்குவோம் . 

/ sinhr do எனக் கொள்க . 
இங்கு 

n ஒரு கூட்டு முழு எண் எனவும் கொள்க . 
இங்கு , சினைகள் பிரித்துத் தொகை காணல் முறையைப் 
பயன்படுத்துவோம் . 


In 


- 


. 


COS X 


In = S sin ". dr 
= / sinn - lx sinx dr 

siny -1c s cos x ( n - 1 ) sinh - 2x cos x dx 
COS X • Sin n - 1 

W + ( n - 1 ) sinr- 2x cos2o dx 

siny - 10 + (n - 1 ) sinn - 2 ( 1 - sinw ) dw 
- cosa • siny - 1 x + ( n - 1 ) / ( sinh-2x – sin "c) das 
-- cos x : sina - 1 x + ( n - 1 ) [In - 2 - In ] 


= 


COS + 


|| 


தொகை நுண்கணிதம் 
வலப் பக்கமுள்ள - (n - 1) 1, ஐ 

பக்கம் 
கொண்டு வர , 
nIn sine -lx + ( n - 1 ) In - 2 

( 1 ) 


= 


COS X 


COS X 


அதாவது 

sin n - 13 

n - 1 
In 

+ 

In 

7 
இதுவே சுருக்க வாய்பாடாகும் . 


( 2 ) 


7 


என்பது 


இங்கு S sin ". dx 

Jsian - 2x de 

என்பதைச் 
சார்ந்திருக்கும் நிலை வெளிப்படுகிறது . மேலும் , இச் சுருக்க 
வாய்பாட்டை , ( n - 2 ), ( n -44 ) ,. . . . என்ற sin x- ன் 

படிகளுக் 
குப் பயன்படுத்தினால் , 


COS 0 . 


sinn - 3x 


In - 2 = 


7- -3 
+ 

7. - 4 


In - 4 


m 


2 


( 3 ) 


COS 2 . 


sinn - 5x 


m - 5 


1-4 


+ 


In 


( 4 ) 


m - 4 


m - 4 


என்று தொடர்ந்து நமக்கு வாய்பாடுகள் கிடைக்கின்றன . 


தொடர்ந்து பயன்படுத்தும்போது , கடைசியாக , 


m 


ஒரு இரட்டைப் படை எண்ணானால் 


. 


--cos x sinx 

2 


2 


+ 1 எனவும் 


( 5 ) 


1 


ஒரு ஒற்றைப்படை எண்ணானால் 

cos x sin2 x 
I, 

+ 31 எனவும் 

3 
கிடைக்கும் . 


- 


( 
6 
) 


( 5 ) -ல் உள்ள 


Io = S ( sin x ) dx 


= 


s dx 


0 . 


( 7 ) 


( 6 ) -ல் உள்ள I , 


Ssin x doc 


= 


COS & 


( 8 ) 


17 


தாகை காணும் வழிவகைகள் 


( 1 ) , ( 2 ) , ( 3 ) , ( 4 ) , ( 5 ) அல்லது ( 6 ) வாய்பாடுகனக் 
கொண்டு , 11 - க்கு எந்தக் கூட்டு முழு எண் மதிப்பு இருப்பினும் 
1. யாது என அறியலாம் . 


எடுத்துக்காட்டாக , 

1 . sins என்ன ? 


ta 


சுருக்க வாய்பாடு ( 2 ) ன் படி , 

cos e sint i 


= 


+ 


1g 


COS X sins a 


2 


+ 


11 


1 


3 


. 


1 


- 


ssin xdx 


COS . 


வைகளை முறையாக பல் ஈடு செய்தால் , 
cos x sins 

cos E sins 
. 

3 


4 


2 
+ 

3 


COS C ) 


:) ] 


cos X Sin4 x 


COS T sinix 


8 

COS . 
15 


5 


15 


இவ்வாறே , 


cos x sin3 x 


I sine 


sint xdx 


1 


+119 


- 


cos * sin x 


A 


+ I 


. 


= 


0 


COS X sin3 x 


COS X sin 


+ 


+ 


- ) 


4 


COS X sila x 


cos A sin x + x . 


4 


5.12 மற்றோர் எடுத்துக்காட்டு : 

d.c 

என்ன ? 
(.x2 + a ) n 
1 ஒரு கூட்டு முழு 

எண் எனக் கொள்க . 


தொகை நுண் கணிதம் 


நாசு - 


In 


1 . 


( 2 + a ) 


= + - 2 


( - m ) 2 ல 
( x2 + a )n + 1 


( x2 + aa) 


82 + a? 


- 


+ 2n 
( c + a ^) * 


a2 
( x2 + a2) n + I de 


a2 
( x2 -- aa)n + 1 


dx 


M 


+ 2n Ln --- 2na : In + 1 


- 


( x2 + un 


W 


W 


2nae In + 1 

+ ( 20 - 1 ) IN 

( x2 + a2) 
என்ற தொடர்ச்சுருக்க வாய்பாடு - கிடைக்கிறது . 

டைக்கிறது . 7 - க்குப் 
பதிலாக , (n - 1 ) ஈடு செய்தால் , 


2 ( n - 1 ) a2 I = - { x2 + u2)n -f + ( 2n.- 3 ) I 

- 1 
என்ற சுருக்க வாய்பாடு கிடைக்கும் . 


1 


இங்கு 11 தொகை , 12-1 தொகையோடு 

இணைக்கப்பட்டு , 
அதைச் சார்ந்து இருக்கிறது . இதிலிருந்து நமக்கு அடுத்துக் 
கிடைக்கும் வாய்பாடு , 


8 . 


2 ( n - 2 ) ae In - 1 = 


+ ( 2m - 5 ) In- 2 


(x2 + a2 )n- 2 + ( 27 - 


தொடர்ச்சியாக எழுதினால் 


W 


2 ( 2-1 ) a2 1 , 


+ கிடைக்கும் " 
( x2 + a2) 


dx 


( w2 + ( 2 ) 


1 


1. = / 

tan- ( 3) 
வந்தவழியே திரும்பிச் செல்ல , 19 , Iy ...... முதலியன 


-- 


கிடைக்கும் . 


தாகை காணும் வழி வகைகள் 
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5.2 


தொடர்ச்சியாகத் தொகை காணல் : 


பல்வேறு சார்புகள் . 
இந்த முறையில் , 1 ஒரு கூட்டு முழு எண்ணானால் , sinn x ; 
cos " w , tan " x , cotn x , sec x , cosecx 

சார்புகளின் 
தொகை காணலாம் . 
1. I = / site d.s முன்னர் செய்யப்பட்டிருக்கிறது . 


என்ற 


தொடர். வாய்பாடு - 


sinl - 1 


2 COS 


m - 1 


1 . 


+ 


In - 2 


( 1 ) 


10 


7 . 


- 


- 


2. In = / cosaw dw 

/ cosn - lw cos w du 

sin w cosn - 10 Tsin w ( m - 1 ) cosn- 20 ( - sin x) da 
= sin s cost - 1 x + ( n - 1 ) / cosh - 2 x sin a de 
= sin a cost -18 + ( n - 1 ) | cost -2 x ( 1 - cose x ) ds 

sin x cost - 1 x + ( n - 1 ) [ In - 2 - In ) 
ஃ . 11. = sin x cost - le + (n - 1 ) 1 , - , 


- 


-- 


m 


1 . 


- 


* தொடர் வாய்பாடு 

sin x cost- 1x 
I. + In 

( 2 ) 
தொடர்ந்து , வாய்பாடு - வழியாகத் தொகைகள் எழுதி வரும் 
போ து கடைசியாக , 
m = ஓர் இரட்டைப்படைக் கூட்டு முழு எண்ணானால் 
sin x cos x 

+ I 

2 
1 . / ( cos c ) ds 

எனவும் 
ஓர் ஒற்றைப்படைக் கூட்டு முழு எண்ணானால் 

sin x cos2 W 
1 . 

+ - 1 
3 
S cos x dx 

எனவும் 
கிடைக்கப் பெறும் . 


= 


sin a 


தாகை நுண்கணிதம் 


- 


- 


3. In - / tairmat ) 

J tany -2w tanan lu 
/ tan " -20 (secx - 1 ) dix 
| tamn -2 secan do - In 
tann - 1 

In - 2 

1 
துவே தொடர்வாய்பாடாகும் . 


-- 


12 


( 3 ) 


10 


- 


தொடர்ந்து , வாய்பாடு வழியாகத் தொகைகள் எழுதி . 
வரும்போது , கடைசியாக , 

ஓர் இரட்டைப்படைக் கூட்டு முழு எண்ணானால் 

tannx – 10 . 
. / (talzac ) du 
M எனவும் 


1 . 


- 


11 


- 


11 ) 


ஓர் ஒற்றைப்படைக் கூட்டு முழு எண்ணானால் 

tan 2x 
1 . 

2 
11 

Stan x dx 
log sec w எனவும் கிடைக்கப்பெறும் . 
வ்வாறே , 
1 . 

S cotºx dx 


= 


cot ll - 1 


In- , எனவும் 


70 


1 


- 


- 


1 . 


cot x 
W எனவு 

ம் 


I. 


= 


- 


- 


cotx 

II 
2 
log sin x எனவும் பெறப்படும் . 


1 . 


- 


( 5 ) I 


- 


- 


Jsecn w da 
Tsech - 2 x sec2 x du 
tilil x secll - 2 x Jtan x(n- 2) secn -3w secwtan a da 
tallx scoll-20 ( n 2 ) T sect- 2 x (sec w 
tall x scoll - 23 ( 1 

In- 2) 


1 ) da 


2 ) [In 


- 


தொகை காணும் வழி - வகைகள் 
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தொடர் 


: . ( n -- 1 ) In = tan x sedn - 2x + ( n - 2 ) | In - 3 
வாய்பாடு , 


tan x sect - 2 


m 


2 


In 


- 


+ 


10. 


1 


m. 


1 


தொடர்ந்து , வாய் பாடு வழியாகத் தொகைகள் எழுதி 
வரும்போது , கடைசியாக , 

ஓர் இரட்டைப்படை கூட்டு முழு எண்ணானால் , 
tan x 

எனவும் , 


10. = 


1 . 


- 


70 = 


ஓர் ஒற்றைப்படை கூட்டு முழு எண்ணானால் , 


1 


Iz 


tan x sec x 

+ 
2 


11 


I = 


Tsec x d e 


log tan 


+ 


எனவும் கிடைக்கப்பெறும் . 


2 


* 


- 


== 


( 6 ) இவ்வாறே , 
1 . Tcosecn w da 

Tcosecr - 2 w cosec w do என எழுதி 

cot x cosecy - 2x ( m -2 ) 
In 

+ 

- 1 ( n - 1 ) 
எனவும் 


In 


= 


( 6 ) 


7 . 


19 


cot x எனவும் , 


cot x 


1 


Ig 


--- 


cosecx 

+ 
2 


I , 


2 


12 


I 


= 


cosec x dx 


= log tan 


( 


எனவும் பெறப்படும் . 


2 


Im , n 


- 


fain 


( 7 ) இப்போது 
/ sinm x cose x ds எடுத்துக்கொள்வோம் . 

sinm + 1x 
sinm x cos x da: 

என்று நமக்குத் தெரியும் . 

m + 1 
I.0-5 


- 


--- 
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Ssinm x cos x 


COS 

-1 


ac dix 


. Im , al 
sinm + 1 x 


sinm + 1 


cost 

1 

T 


( n - 1 ) cost- 2 x ( -sin ax ) de 


m + 1 


m + 1 
sinm + 1 


-2 


- 


m 
Cosr - 1 x + 

m 


sinm + 2 x cosR 


x da 


m + 1 
sinm + 12: 


m - 1 


cosn - 1 w + 


sinne ( 1 - cosex ) cosm -2xds | 


m = 1 


m + 1 


sinm + 1 x 


cost - 1 


m - 1 
W + 

m + 1 


[ Im , n - s - Im , n ] 


m + 1 


இருக்கும் Im , u உறுப்பை 


டப் பக்கம் 


வலப் பக்கம் 
கொணர்ந்தால் , 


10. 


1 


sinm + 1 x 


m . 


( 


1 - 


1 
cosn - 1x + 

m + 1 


Im , 1-2 


m + 1 ).... 


m + 1 


... ( m + m ) Im , n 

= sinn + 1 a cosr - 1 x + ( n - 1 ) Im , n - 2 ( 7 ) 
என்ற தொடர் வாய்பாடு கிடைக்கும் . 

1 
m + 


- 


: Im , II 


- 


sila n+Ae cos 2-18 + ( n - 1 ) L.n, - ]| ( 7 ) 


தொடர்ந்து , வாய்பாடு வழியாகத் தொகைகள் எழுதி 
வரும்போது , 

1 

sin m + Iw cos n - 3 + ( m - 3 ) Im , n - 4 
m + n - 2 


. 


Im, 1-2 


[ 


-- ] 

] 


1 


Im,nat 


sin m + le cos n -5x + ( n - 5 ) Im , n - 6 


m ---- 


-4 


கடைசியாக 


n = ஓர் இரட்டைப்படை கூட்டு முழு எண்ணானால் , 


1 


Im , 2 


. 


sin n + le cos 3 + 1.an, . ) 


m +2 


Im , 


Tsin mw da . 
இது முன்னர் ( 1 ) ல் பெறப்பட்டது . 


தொகை காணும் வழி-வகைகள் 


6.2 


7 = 


ஓர் ஒற்றைப்படை கூட்டு முழு எண்ணானால் , 

1 
Im , 3 . 


, 


sin + ls cos 28 + 2 1,20, 1 ) 


m + 3 


Im , 1 


- 


S sin mx cos x dx 
sin m + 1x 

m + 1 


ஆகவே 1 , 10 கூட்டு முழு எண்களானால் , தொடர்ச்சியாக 
( 7 ) ஆம் வாய்பாடு பயன்படும் . 


குறிப்பு : 


இங்கு In , I 


I sinna cosrx de 
I sinn - lw cosex sin x dv 


= 


= 


cos + 1xc 
n + 1 


sinm 


- 13 


- 


cosn + Ic 
n + 1 


(m - 1 ) sinm - 20 cos w dix 


cosn + 1x 
n + 1 


sinm 


1x + 


m - 1 
n + 1 


cosn + 2 

w sin m - 2 de 


cosa -- 10 

1 + 1 


sinm - 1x + 


m - 1 
n + 1 


Foos" 


cosRD cos2x sinm 


2 x de 


m 


1 


cos n + lm 

n + 1 


sinm - 1 x + 


II 


n + 1 


| Ip , 


1.2-3..- 12 , ..) 


என எழுதி , 


Im - 2, 7 ஐ 


இணைத்துத் தொடர் வாய்பாடு 


Im , a ஓடு 
காணலாம் . 


I.C. - 5A 


n 


al 


n 


xmt 1 


x + 1 


n- ) . 


m + 1 


xm + 1 


n 


In , n- 1 


sin ( 1022" -1 
68 

தொகை நுண்கணிதம் 
5.3 Goud சில தொடர்த் தொகை வாய்பாடுகள் : 
1 . In 

Sear an da 
1 
e& x.xn 

eax . nät - 1 d.x 
1 
eax.x In 

( 1 ) 
a In = cax.21 n In -1 

( 1 ) 
2. im , S.xm (log x ) dx 

1 
(log 2 ) " 

n ( log x ) 

dac 
m to 1 
( log x ) " 
m +1 

1 
loga 

xm da . 
m + 1 
log x 

( 2 ) 

( m + 1 ) 
3. IR siin cos ax dac 

1 
--sin .ax . 302 sin ax , nxn - 1 da 

wn - 1 sin ax dx 
) 

COS aux 
a 

1 

nos ax ( n − 1 ) x1-2 dx 
n 

n an 

1 ) 


m + 1 


xm + 1 


m +1 


24-1 


xm +1 


m to ) 


fa 
f ** 


2n 


n 


sin ax 


a 


a 


an 


n 


sin ax 


x 0-1 


a 


au 


- 


a 


2011 


COS ac 


11-2 


n ( n -- 1 ) 11-2 ( 3 ) 


a ? In 

axu sin ax + nach - 1 cos ( 1.33 
வ்வாறே ( r sin av dw - ம் அறியலாம் . 
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1569 


4. Im , n 


S cosm x sin nx dx 


COS na 


COS NX 

cosmx 
10 


- 


m cosm - 1x ( --sin x ) dx 


1 , 


. 


m 


|| 


COS na 

cosmx 
7 


cos 100 sin w . 


cosM -1wda 


7 


- 


sin nx COS X 


cos 10x sin m 


என 


நமக்குத் 


sin ( n - 1 ) 0 
தெரியும் . 


- 


cos mx sin x 

sin nx cos X sin ( n - 1 ) M. 
கண்ட தொகையில் ஈடு செய்தால் , 


இதை முன் 


Im , .n = 


COS nx 

- Cosmx 
m . 


sin nx cos x -- sin (n - 1) cosm-1x doc 


-1) ) 


* [ 
[J 


m . 


COS nx 

cosmx 
10 


(cosme sin ins -- cosm - 1x sin ( n - 1 } x }dar 


m 


m 


COS 7000 

cosmx 
n 


11 


-- 


n 


Im- 1 , 


n - 1 


10 


வலப் 


பக்கமிருந்து 


பக்கம் 


Im , a உறுப்பை 
கொணர்ந்தால் , 


m 
1 + 

m 


Im , n 


-- 


COS nc 

m 
cosmx + 
70. 

11 


Im - 1, n - 1 


ஃ ( 30 + m ) Im , n === 


cos naa cosmw + m Im -1, n- 1 


( 4 ) 


இங்கு n = 10 ஆனால் , 

COS now cos" x + i In -1, n- 1 . 


2n In , 


a 


( 4a ) 


தொடர்ந்து எழுதிவரும்போது , 


211, 1 


cos20 + 10,0 


= 


10 , 0 = I ( cos x ) sin 0 die 

= 0 


க} 


( 46) 


- 


எனக் கிடைக்கும் . 


* 


தொகை நு எண்கணிதம் 


4 ( a ) , 4 ( b ) பயன்படுத்தி 


( 7 


" 


cosr x sin na da என்னவெனக் காண்போம் . 


Tla 


In , n| 


-T " 


. 


4. 


1 
+ 20 


m In - 1, 6-1 


- 


COS NX cosa 


2n 


1 
2m. 


+ 


1 
2 


In - 1 , n - 1 


. 


: In - 1, n - 1 = 


+ 


In- 2, n - 2 


2 ( n - 1 ) 


- 


-- 


19, 9 


1 
2.2 


- 1 


க 


cos M sin ode 


- 


. 


1 


. In.nl 


- 


+ [ z + } { z : - ;.....+++ ] 


+ 


am 


1 


1 
2m 


+ 


1 
22 ( n - 1 ) 


+ 


+ .... 


1 
2n2-3 


1 
23 ( n - 2 ) 

1 
2n 1.2 


+ 


+ 


1 
21.1 


22 


( 


2+ 


+ 


23 
3 


+ ... - 1 


2n + 1 


5. In = Teax cosex da 

1 

eax cosnx 


eax cosn - lx ( -sine) dr 


= 


a 


as 


H 
* Je 


1 
-eax coznx: + 


-- 


enx cos n - 1x sin x do , 
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இப்போது 
Jex cosn- 1 x sin wala 
1 

w sin x 


ax 

COS 


e 


l - 1 


a 


- / As [ { n - 1 ) cos 1-2 g ( --sine ) inex + cost-has cos w ] gm 


1-1 


1 
eax cos n - 1 

w sin x + 
o 


Sear 


eax COS 


n - 2 

x sin x dic 


cosr a da . 


வலப்புறமுள்ள இரண்டாவது உறுப்பு . 


. 


9 


n 


-1 


eax Cos 

n-2 

x ( 1 


cos 2 x ) dx . 


0 


fe 
flen 


n- 1 


n - 2 


(eax cos 


W 


eax cos x ) dx 


a 


n - 1 
.. Seax cos X sin x da 
1 

- 
-eax COS w sin x + 


1 
[ I 


n - 1 


1 
In " 


- 


In] 


II - 2 


as 


o 


1 


. In 


1 
seax cost w + 


eax COS 


11-1 


n- 1 


x sin x 

+ 


1 


[ 


( In 


In ) 


l- 2 


In 


] 


a 


a 


In உறுப்புகளெல்லாம் இடக் கைப்புறம் கொணர்ந்தால் 

13 ( m 1 ) 
I. 1 


1 . 


+ 


* 


a2 


110 


1 
eax cosa M + 


AY COS 

n- 1 


n . ( n - 1 ) 
- w sin x + 

I. 
a2 


% ae 


- 1 , ( 1+ * ) 


eax 


cosn w + 


m ( n - 1 ) 
costl-1 w sinw + 


InIny 


a 


. 
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n- 1 


... ( m2 + ai ) In 

= eax cos x [ a cos x + n sin x ] + m ( n - 1 ) In- 2 
இதுவே தொடர் வாய்பாடு . 

இவ்வாறே , In Jex sit n a da தொடர் வாய்பாடும் 
அறியலாம் . 


= 


பயிற்சிகள் 5 ( a ) 


கீழ்க்கண்டவைகளின் x 
1. sin4x . 
2 . cos4x .. 
3. tanar . 
4 . cos5x . 
5 . Sec4v . 


ஒட்டிய தொகை காண்க : 
6. cosecow 
7. tanax sec5w . 
8. ( tan - w + cot x ) 3 . 
9. cot8x cosectr . 


1 


பயிற்சிகள் 5 (b ) 
1 . Seax sin bx dxc - GOT மதிப்பு கண்டு , 

அதைத் 
தொடர்ந்து Jereax sin bx ds எப்படிக் காணலாம் 
விளக்குக . 


என 


அவ்வழியாக , 


( i ) 


ja sin a de 


ear 

(57 - 4 ) 
25 


4 
25 


எனவும் , 


1 


( ii) * 


w2ex sin x div 


- 


e (3--472 +14 ) --212 --- 6 


எனவும் நிறுவுக . 


2 . 1 . / sing wn de 

ஆனால் , 
In xn ccs x + 12xn- l sin x 
என நிறுவுக . 


n . ( n 


1 ) In 


அவ்வழியாக, fr3 sin x ile: 


ம் திப்பிடுக . 


தொகை காணும் வழி - வகைகள் 


im do 


3 . 


In , 


11 


|S 


ஆனால் , 


( log w ) n 


am + 1 


- 


+ 


4m , 11 


(x + }) 


Im , n - 1 என நிறுவுக . 


( n - 1 ) ( log :e ) n- 1 


2 


4. Vaux2 + bx + c dx- க்கு 
வாய்பாடு அறிக . 


ஒரு தொடர்த் 

தொகை 


- 


5. f ( m , 7 ) Twm ( 1 – x) " da ஆனால் , 

( m + n + 1 ) f ( m , n ) = xm + 1 ( 1 -- a ) n + nf ( m , 10 - 1 ) 
என நிறுவுக . 


பின்பு , m , m 


என்பவை கூட்டு முழு எண்களாயின் , 


ம ( 1 - c) ds 


= 


| m 
| m + n +1 


என 


நிறுவுக . 


--- 
-- 


6. In 


| w9 ( ! - xeyn de ஆனால் , 


( ng + p + 1 ) In = nq In- 1 என நிறுவுக 
( p , q , n யாவும் > 0 எனக் கொள்க ) . 


7. In 


Se 


e - x sine e de ஆனால் , 


( 1 + ne ) In = n . ( n - 1 ) In - g 


என 


நிறுவுக . 


அவ் வழியே, 


24 


Jos sine 


-X sin4 x dr 


என நிறுவுக . 


85 


() 


அவ்வாறே , 


In 


e - X cosa x dx- க்கு 


தொடர் 


வாய்பாடு 


காண்க . 


தொகை நுண்கணிதம் 


8. In 


--- 


V200 


x² dx 


- 


ஆனால் , 


In 


2n +1 

a In - 1 
n. +2 


- 


என நிறுவுக . 


23 


பின்பு 


foN 20 


2as -- x2 da மதிப்பிடுக . 


1/2 


9. In = 


[ a sin " we de ஆனால் , 
ரசன் 


7 


1 


I. 


1 

In - 2 + 


- 


என நிறுவுக ( m > 1 ) . 


T 


m2 


149 


15 


என்று காட்டுக . 


225 


1/2 


10 . 


In , a = Tea 


cosm w cos no dw ஆனால் , 


- 


m ( m 1 ) 
Im , u 

Im -3, 1 என நிறுவுக . 
m2 - 12 
இங்கு 1. ஒரு கூட்டு முழு எண்ணானால் , 
1/1 

T 
cos x cos n x dx 

என நிறுவுக 


- 


20 + 1 


9 


1/4 


11. ( n ) 


= . 


ne v cla ஆனால் , 


1 


வ 


* ( n ) + $ ( n - 2 ) = 


என நிறுவி 


1 


( 5 ) ன் மதிப்பறிக . 
12. ( 0 ) 

w2 dx ஆனால் , 


- 


12-1 (a2 - ) + ( m - 1 ) a ? 4 ( m - 2 ) 


( n + 2 ) ( m ) 
என நிறுவுக . 


பகுதி 6 


வரையறுத்த தொகை 

[[ Definite Integral] 


முதலில் 


சற்று 


61If (w ) Jல என்பது ஒரு கூட்டுத் தொகையென்றும் 
என்ற குறியீடே S ( Sum - கூட்டுத் தொகை ) என்பதன் 
சிதைவென்றும் 

கூறினோம் . 

இன்னும் 
நுட்பமாக அதை ஆராய்வோம் . 

6.2 அதற்குரிய அடிப்படையான தேற்றம் பின் 
வருமாறு 

தேற்றம் : f ( x ) என்னும் சார்பு ( a , b ) இடையே ஒரு 
தொடர்ச்சியான சார்பு ; 

இரண்டும் குறிப்பிட்ட 
எண்கள் ; 1 ஒரு கூட்டு முழு எண் ; 1 


0, 5 


; 72 


7 


அடங்கி , 


ஆனால் , 1 

இந்தக் கட்டுப்பாடுகளுக்கு 
I f ( x ) dic = F ( as ) + c ஆனால் , 


எல்லை 


- [ f ( a ) + f ( a + b ) + --- f ( a + 7-1 h) || 
உ F ( b ) F (a ) என நிறுவுக . 


71 


தெரிப்பு : 


எல்லை 


கொடுத்த வரையறைப்படி , 
F ( a + h ) - F ( e ) 

h 


h 


எனவே , h ஒரு மிகச் சிறிய எண்ணானால் , 
F ( x + h ) - F ( ar) 

-- f (as ) + E 
h 


( 1 ) 


-- 


76 


தொகை நுண்கணிதம் 


3 


E 


17 


-ம் ஒரு மிகச் சிறிய எண் ; h 

ஆனால் 
தொடர்ந்து , 3 - க்கு , a , u + h , ( + 27 , 

u --- 10 
என ( 1 ) -ல் ஈடு செய்தால் , 

F ( a + h ) -- F ( a ) = ! [ f ( a ) + € , ] 
F ( a + 2h ) --- F ( a + h ) = h [ f ( a + h ) + Eg ] 
F ( a + 3h ) - F ( a + 2h ) h . [ f ( a +26 ) - 33 ) 


- 


F (a + + 1h ) - F (a + rh ) = * [ f ( a + rb ) + En + ] 


F ( a ) - + nh ) - F ( a + n - 1h ) = 7 [ f ( a + n - 1h ) --Sn ] . 
இவை யாவையும் கூட்டிச் சமன் செய்தால் , 
F ( a + nh ) – F ( a ) = n [ f ( a ) + f ( a + t ) + ... + f ( a + n - in) ] 
+ % ( E + E + .... En ) 

( 2 ) 
b 

7. ஆகையால் , b = a + nh 
h 
மேலும் ஆகும்போது , 1 , 

32 , 

எல்லாம் 
0 எல்லையை நாடும் . 


S 


En 


* . F ( b ) – F ( a ) == h [ f ( a ) + f ( a + b ) + . . . f ( a + n -- 1 h ] ] 
+ h ( 3 + 2 + . . En ) 

( 3 ) 


E , E ,, . . . En என்பவைக்குள் Er என்பதற்கு எண் மதிப்பு , 
அதாவது | Er | , மீப்பெரு மதிப்பாக விருக்கட்டும் . 


அப்போது , 
h | 8 + 32 + ... En | < hm | Er | 

< ( b -- a ) | Er | - 

0 ஆடும்போது , & 2 , ar , 
0 எல்லையை நாடும் . 

எனவே , - ம் எல்லையை நாடும் . 


A 


En 


ஆனால் 


யாவும் 


O 


எனவே , ( b - a) | Er | -ம் 0 எல்லையை நாடும் . ஆகவே , 
- ( E , + € 2 + . . . En ) - ம் ) 

எல்லையை நாடும் . 


வரையறுத்த தொகை 
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F (a ) . 


--- 


எனவே , h . - 0 ஆகும்போது , 
எல்லை 
1 . 

[ f ( w ) + f (a + 10) + 
f ( a ) + .f ( a + 1 ) + . . . f ( a + n – 1h ) 

= F ( J ) 
குறிப்பு .-- இத் தேற்றத் தெரிப்பில் இன்னும் சில நுணுக் 
கங்கள் உள்ளன ; அவை இம் முதல் நூலுக்கு அதிகமானது 
என்று விடப்பட்டன . 

எனவே , இத் தேற்றத்தின் முடிவை , 


b 


fr (2) da 


- 


F ( b ) 


* 


F ( a) என்று எடுத்துக்கொள்ளு 


8 


சென்ற 


கிறோம் . F ( h ) -- F ( a ) - ன் மதிப்பு , வரையறுத்த தொகை 
யெனக் கூறப்படும் . 

இதை வரையறைத் தொகையெனவும் பின்னர் சுருக்க 
மாகக் கூறப்படும் . 
6-3 பரப்புகள் : 

தேற்றத்தைக் கொண்டு 
சில பரப்புகள் கண்டறியலாம் . 

y = f ( ) என்பதின் வளைவரை CD 
AC , BD என்பவை , = a , x b என்ற இட 

டங்களில் 
உயர்த்தப்பட்ட குத்தாயங்கள் , 

A B D C என்ற பரப்பு காண முற்படுவோம் ; 
அதாவது y = f ( x ) என்ற வளை 
வரைக்கும் , -அச்சுக்கும் , x = a , 
x = 1 என்ற குத்தாயங்களுக்கும் 
இடைப்பட்ட பரப்பு காண முற் 
படுவோம் . 


- 


D 


A 


MN 


B 


A } என்ற நீளத்தை , 1 சம 
பாகங்களாகப் பிரிக்கவு ம் . ஒவ் 
வொரு பகுதியும் 11 - அகலம் உள்ள 
தெனக் கொள்வோம் . 


படம் - 1 


* 


mh 


அதாவது 6 
OM - 

== a + rh ; ON 


-- 


( - + 7 + 16 எனக் கொண்டால் MN = h . 


M , N என்ற இடங்களில் உயர்த்தப்பட்ட குத்தாயங்கள் , 
y = f ( a ) என்ற 

வளைவரையை Q.P என்ற டங்களில் 


78 


78 


தொகை நுண்கணிதம் 


என்று 


சந்திக்கட்டும் . வழியாக QR- ம் ; P வழியாக PS- ம் , 
x அச்சுக்கு ஒருபோகுடைய 

கோடுகளாக 

வரையப் 
பட்டிருக்கின் றன . 
வெள்ளிடையுண்மையாக 

( Axiom ) நீள்சதுரப் பரப்பு 
MN RQ < பரப்பு MN P Q 

< நீள் சதுரப் பரப்பு MN PS 
வைத்துக்கொள்வோம் . 
எனவே , 

hf ( a + rh ) < பரப்பு MNPQ < hf ( a +1 + 1h ) இதே மாதிரி 
யாக மற்றக் குத்தாயங்களையொட்டிய பரப்புகளுக்கும் நாம் 
எழுது 

வோமானால் , 

h [ f ( a ) - f ( a + h ) + ... f ( a -- n - 1h ) ] . 
< பரப்பு ABDC 

< h [ f (a --h) + f (a + 2h ) + ... f ( u + mh ) ]. 
கடைசியாகக் கூறப்பட்டது 
1. [ f ( a) + f { a + h) .... f (a + n -- 17 ] ] + h [ f ( a + nh ) - f ( a ) ] 
க்குச் சமமாகும் . 

( 1 ) 
0 ஆனால் , 1-70 ஆகும் . அப்போது 
h [ f ( u + nh ) -- f { a ) ] h [ f ( b ) - f ( a ) ] 


7 . 


- 


- 0 


எனவே , 


எல்லை h 


[ 1(4) 

( 4) + f ( a + b ) + .... f ( a + 7 - 1h ) ] 


h 


< பரப்பு ABDC 
< எல்லை 


h 
+ எல்லை 7. 

f ( b ) - f ( a ) 
h 
h- (0 ஆகும்போது h [ f ( b ) -- f ( a ) ] - 0 
ஃ . பரப்பு ABDC == F ( b ) – F ( a ) 


[ f ( a ) + f ( « + %) + .. f ( a + 9 - 1n ) 

if 


b 


== f f (x)dx 


a 


r = n - 1 
அதாவது பரப்பு ABD ( - எல்லை 1 

h ( ) 

f ( a + rh) 


Σ 


b 


வரையறுத்த தொகை 
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b 


பொதுவாக 


s 


- 


5 ( x ) dx = எல்லை 2 -hy ( a + rh ) . 

h- 0_r = 0 
தேற்றத்தில் கூறப்பட்ட கட்டுப்பாடுகள் யாவும் - ( x) என்ற 
சார்புக்குப் பொருந்தும் . 

64. 62 - இல் நிறுவப்பட்ட தேற்றம் மிக முக்கியம் வாய்க் 
தது . இத் தேற்றத்தைக் கூட்டுத் தொகை முதல் விதி எனக் 
கொள்வோம் . 

இவ் விதியின் அடிப்படையில் , சில கூட்டுத் தொகைகள் 
காண்போம் . 


5 


64.1. கூட்டுத்தொகை முதல் விதிப்படி , 


x dx- இன் 


மதிப்புக் காண்க . 


b 


Š 


x2 dx = எல்லை h 


= எல்லை h 


na2 + h ? ( 12 + 22 + ... n - 1 ) 


( 

a * + ( a + h ) * + ... (a + n - y ) 
| 

+ h ( 2a + 4a + .. .2 n - 14 ] 
[nt e 

" - ") 


= எல்லை 


( 
nih a2 + h " . 


1 ) n ( 2n - 1 ) 


+ .. h2. 2a . 


b - a 


இங்கு 
அதாவது nh = b - a 

வலக் கைப்புறம் = 
எல்லை 

( b - a ) எ + nh 


+ ** (1- - )( 2-4) 

+ ni*w" ( 1- - ) 


1 


} .- 70 ஆகும் போது --ல . அதாவது 
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தொகை நுண்கணிதம் 


- 


. வலக் கைப்புறம் 

( b - a ) 2 
= { b - a ) a + 

+ a (b - a)2 
6 

(b - a) 
= (b - a ) | a + + a (b 

3 


(b- . 

- a ) ) 
(65 | 3a + be + a* - 2ab + 3ab 


= 


3a2 


= 


- 


( a + ab + b ) 


. 


b a 

3 
b + a 

3 


5 


இதுவே ( x dx = 

[ 3 ]] 


I 


-- 


ras 


- 


be 

3 


குறிப்பு.- சில எளிய சார்புகளுக்கே இம் 

முறையில் 
வரையறுத்த தொகை காண முடியும் . வழியும் நீளமானது . 
களைப்புத் தட்டக்கூடியது . ஆனால் , அறிவுக்கு நல்ல தீட்டுக் 
கல் . நுண்கணிதம் இன்றை நிலைக்கு வளர்வதற்கு முன்பு , 
இம் முறைப்படி யே , பரப்பு , பருமம் முதலியன காணப் 
பட்டன . 

6.5 , தொடர்க் கூட்டல் : வரையறுத்த தொகை 
ஒரு கூட்டல் மதிப்பின் எல்லையென்ற முதல் விதிப்படி (6.2 ) . 
சில குறிப்பிட்ட கூட்டுத் தொடர்களின் கூட்டுத் தொகையை 
யறியலாம் . 
முன்னர் 6-2 - இல் காட்டியபடி 


என்பது 


b 


[ / ( x ) da ; 


( 
1) 


( 


எல்லை 2 > h [ f ( a + rh ) ] = 
n - 0 = 0 

b 
இங்கு h = என எடுத்துக்கொள்ளப்பட்டது . 


a 


1 


நடைமுறையில் a , b என்ற எல்லைகளுக்தப் பதிலாக , 0 , 1 
என்ற எல்லைகளுக்கு மாற்றி எல்லை காண்பது மரபு . 

1 
1 = 0 , b = 1 எனவும் , h = எனவும் , கொண்டால் , முன் 


1 


கூறப்பட்டது , ( 1 ) 


வரையறுத்த தொகை 


r = n - 1 


எல்லை 


Σ 


+ [ (:)]- free 


F ( a ) dx ஆகும் . 


T == 0 


சில பண்புகள் 


கொடுக்கப்பட்ட தொடர் பின் கூறப்படும் 
பெற்றிருக்க வேண்டும் . 


1 


( 1 ) 


என்ற சினை , 


ஒவ்வொரு 


உறுப்பிலும் ஒரு 


n . 





சினையாக அமைய வேண்டும் . 

1 
( 2 ) உறுப்புக்கள் f 


( - ) 


என்ற அமைப்பில் இருக்க 


7 . 


வேண்டும் . 

( 3 ) உறுப்புக்கள் r = 0 , 1 , 2 , 3 , .... என்ற தொடர்ச்சி 
யான மதிப்புக்கள் பெற்ற உறுப்புக்களாக இருக்க வேண்டும் . 

4. மொத்தம் n உறுப்புக்கள் இருக்கவேண்டும் . ஒன்றி 
ரண்டு குறைவாக விருப்பினும் அவை எல்லையை பாதிக்காது . 
அதாவது , k , 1 

குறிப்பிட்ட அளவுக்குட்பட்ட முழு 
எண்களாயின் , 

r = m +1 


1 


எல்லை 


Σ 


+ 1 ( - ) = [ r ( w ) de . 


m 


-- 


k 


6.51 எடுத்துக் காட்டு . 
( 1 ) 

1 

12 + 22 + 32 + 
m3 


எல்லை 


என்ன ? 


7 . 


12 


-வது உறுப்பு 


= 


m3 


T 


. வேண்டிய எல்லை 


எல்லை 


2 


- ( - ) 

= 
|je de 


10 


( 2 ) 


- 


- 


1 


I. C. 6 . 
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தொகை நுண்கணிதம் 


( 2 ) 


எல்லை 


({( + ) ( + 


*) ( 1+ )} 


என்ன ? 


A 


எனக் கொண்டால் , 


இதன் எல்லை 
எல்லை 

loge A = 


எல்லை 


+ [los ( 1 + + ) 

log(1 + * ) ] 
log ( 1 + - ) 


+ . . . log ( 1 + 


1 


-வது உறுப்பு 


10 


71. 


எல்லை 


1 


வேண்டிய எல்லை 


log ( 1 + 


m 


10. - 


7 . 


= 1 


Tlog ( 1 + x) da : 


- fing ( a 
= [rlog {1 +=] - / + 


dx . 

. 
1 + W 


0 


( ) 


I 


1 


- 


log 2 


) 


dx 


1 + 


-- 


= log 2 


-- 


( x - log ( 1 + 2 ) ] 


log 2 – [ ( 1 - log 2 ) - ( 0 – 0 ) ] 
2 log 2 - 1 

log 4- 1 . 
log என்பது வேறொன்றும் குறிப்பிடாத வரை e என்ற மட்டத் 
திற்கே உரிய தாகும் . 


.. log A 


1 


f 


log 4 
(log 4 - 


1 ) 


e 


e 


வரையறுத்த தொகை 


| 


பயிற்சிகள் 6 . 


வரையறைப்பட்ட தொகை , ஒரு தொடர்க் கூட்டலின் 
எல்லை எனக் கொண்டு பின் வருவனவற்றை மதிப்பிடுக 


bi 


b 


1 . 


fx . dx . 


2 . 


ex da . 


a 


9 


b 


3 . 


sin x dx . 


4 . 


w2 


a 


7 . 


00 எனக் 


கீழ்க்கண்ட தொடர்க் கூட்டல்களில் , 
கொண்டு எல்லையை மதிப்பிடுக : 
1 1 

1 
5 . + 

+ + 
m +1 

• m + m ) 


. 


. 


m +2 


m2 


6 .. 


m2 
+ 

( m + 1 ) 


+ 


m3 


+ 

( m + m ) 


n - 1 


எல்லை 


Σ 


7 . 


1 


m 


Mm2 


22 


12 


22 


8. 


+ 


+ 


m2 
+ 

m3 + 13 


13 + 3 


23 + 13 


1 


1 


9 . 


+ 


1 

+ 
m +1 


.. 


n 


31 


10. 


எல்லை 


2002 

2 
1 + 

2 
m2 
என் நிறுவுக . 


I.C.-- 6A . 


பகுதி 7 


1 


வரையறைத் தொகை 

பண்புகள் 
If ( x ) da = F ( x ) ஆனால் , அதாவது 
( r ( x ) = f(x) ஆனால் , 


7.1 . 

d 
dix 


- ] 


b 


I f ( a ) dx = F ( b ) - F ( a ) என்பது கொள்கை . 


b 
I f ( x ) da என்பது , a- க்கும் 5 - க்கும் இடையே f ( x ) 


1 ) 


8 


என்ற சார்பின் வரையறைத் தொகை எனப்படும் . 

a , b இரண்டும் முறையே , கீழ் எல்லை , மேல் எல்லை 
எனப்படும் . 1 முதல் 5 வரையுள்ள இடைவெளி, தொகைக் 
குரிய கட்டம் ( Range) எனப்படும் . 


இங்கு F (x ) - ம் F ( x ) + C- ம் வரையறைப்படாத தொகை 
என்று 

கூறலாம் . இந்த வரையறைப்படாத தொகையைக் 

வரையறைப்பட்ட தொ கையமைப்பிலிட்டும் கூறலாம் . 
எவ்வாறெனின் , 


கூட , 


F ( s ) + c = / f (x) de == F ( x ) -- F ( a ) ; 


இங்கு 


al 


C = - F ( a ) என்ற ஒரு மாறிலி ஆகும் . 


7.2 வரையறைத் தொகையின் முக்கிய பண்புகள் : 

If ( x ) da = F ( c ) + C எனக் கொண்டால் 


b 


If ( c ) dex 


- 


F ( b ) - F ( a ) என நாம் அறிவோம் . 


8 
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வரையறைத் தொகை 


b 

b 
பண்பு ( 1 ) If ( a ) dr = If ( y ) dy = I f ( t ) dt . 


னெ 


னில் எல்லாம் F ( b ) - F ( a ) - க்குச் சமம் . 


பண்பு ( 2 ) If (x ) dam 


if ( r ) dir = - ji ( r ) ta . 


2 


வலது கைப்புறம் 


= 


If ( x ) ds 


- 


-- [ F ( a ) - F ( b ) ] 
= F ( b ) – F ( a ) 

b 
If ( a) da . 


- 


1 


பண்பு ( 3 ) / ( s ) da = ji f ( x ) da + ji (s ) des 


8 


2 


C 


ஏனெனில் வலது கைப்புறம் 

F ( c ) -- F ( 3 ) + F ( b ) - F ( c ) 
= F ( b ) -- F ( a ) 

b 
If ( c ) dr . 


இதை விரிவு படுத்துவோமானால் , 
15 C1 

Ce 
If (ar) dx = / f ( x ) de + / f (ar ) de + / f ( x ) da + ... + / f ( a ) de 


பண்பு ( 4 ) If ( x ) dr = rf ( a 

If ( a - x) dar . 


i wry da = ife 


இங்கு a 

t எனக்கொண்டால் , 

dr = dt ஆகும் . 
எல்லைகள் : 1) ஆனால் t a ஆகும் 

a ஆனால் == : ( ) ஆகும் 


21 


* 


ப 


எனவே 


if ( s - r ) in an - 10 


If (t) at 


d 


If (t ) dt [ பண்பு ( 2 ) ] 


- 7 ) 
ff ( x ) da [ பண்பு ( 1 ) ] 


தொகை நுண்கணிதம் 


ப்பண்பின் கிளைப்பண்பாக , 


If ( x ) di = If ( a + b - x ) dae என நிறுவலாம் . 


இங்கு a + b - x = t என ஈடு செய்தால் , எளிதில் கிடைக்கும் . 


பண்பு ( 5 ) ( i ) f ( x ) ஒரு ஒற்றைப்படைச் சார்பாக விருப்பின் , 


8 


If ( x ) dic = 0 


as 


(ii) f ( x ) ஒரு இரட்டைப்படைச் சார்பாக விருப் 


a . 


பின் If ( x ) dec = 2 / f ( x ) ( x . 


* 


கீழ்க்கண்ட குறிப்பில் ஒற்றை , இரட்டைப்படைச் 
சார்புகள் விளக்கப்பட்டிருக்கின்றன . 


(i ) f ( x ) == - f ( --x) : ஒற்றைப்படைச்சார்பு : 


it ( a ) da = (at) da + i (s ) to 


எனப் 


பிரித் 


தெழுதலாம் ( பண்பு ( 3 ) ] . 


* குறிப்பு : 

f ( - x ) = - f ( r ) ஆனால் , f ( x ) ஒரு ஒற்றைப்படைச் சார் 
பெனவும் , 

f ( -- c ) = f ( a ) ஆனால் , f ( e ) ஒரு இரட்டைப்படைச் சார் 
பெனவும் கூறப்படும் . ஒற்றைப்படைச் சார்பு எடுத்துக் 
காட்டு : 

( 1 ) f ( a ) 23 
f ( m ) 

3 
f ( -- x ) = - f ( c ) . 


.. 


( ii ) f ( x ) 


sin 128 
sin ( --int) 
-- sin mv 


ஃ f ( -x ) 


// 


வரையறுத்த தொகை 


0 


இப்போது 


If ( a ) dx எடுத்துக் கொள்வோம் . 


--- 


( 


9 என 

ஈடு செய்க . 


அப்போது de 


எல்லைகள் : 8 


dy 
- ஆனால் 
0 ஆனால் 


( l 


= 


O 


O 


0 
. If ( x ) dx == 


Jf ( --y ) ( --dy ) 


8 


O 


- If ( -y ) dy 
- f (y) dy.. [ f ( g ] == --f ( -- y ) ஒற் 

றைப்படைச் சார்பு ) . 


0 


- ) 

If ( g ) day 


0 


ff ( y ) dy [ பண்பு ( 2 ) ] 

( 


to 


If ( x ) do [ பண்பு ( 1 ] ] 


- 


t 


இரட்டைப்படைச்சார்பு எடுத்துக்காட்டு : 
(i ) f ( c ) 

x4-3x2 + 3 
( - w) 4 - 3( -- ) 2 + 3 

xx4-3 : +3 
ஃ ( -x) f (w) . 
( ii ) f (w ) 

cos (--- ) 


- 


- 


COS 2 


- 


COS 


-- 





ஃ f ( -x ) 
(iii ) / ( x ) 


f ( x ). 
sin2p3 ( 1. கூட்டு முழு எண் ) 
( sin ( -x ) ] 
( -sin xjan 


2n 


- 


sin 2n 


. 


" - .. 


f (c ) - 


8 


88 


* 


தொகை நுண்கணிதம் 


it(a) de = ] [ {ay da + ( a ) da 

if ( a ) da + j ( a ) da = 0 


(ii) f ( x ) = f ( - x ) ; இரட்டைப்படைச் சார்பு , பழைய 
ஈடுசெய் முறையிலேயே , 

f if ) 


a 


8 


- 1 ( -y ) dy 


If ( y ) dy . [ இரட்டைப்படைச் சார்பு ] 


8 


8 


= if ( y ) dy [ பண்பு ( 2 ) ] 


8 


If ( x ) da [ பண்பு ( 1 ) ] 


* f ( r ) is - j ( ar) da + if ( r ) er 

= ( a ) da + i( ar )மே 
2 ji (er) da . 


- 


பண்பு ( 6 ) (i) f ( x ) = -f ( 2a - x ) ஆனால் 


0 


front- . 
free -2 free 


( ii ) f ( x ) = f ( 2a - c ) ஆனால் 


வரையறைத் தொகை 


o front- free + jre 


f x da 


எனப் பிரித்தெழுதலாம் . 


( பண்பு ( 3 ) ] 


23 


இப்போது 


re) க்க எடுத்துக்கொள்வோம் . 


8 


W 


- 


2a 

y என ஈடு செய்க . 
dr = -dy ஆகும் . 


எல்லைகள் : 


w = a ஆனால் , y 
x = 2a ஆனால் , y == 0 


Ba 


0 


: // ( s ) das 


f (2a - y ) ( -dy ) 


8 


O 


| 1 ( 26 - y ) dy 


a 


| f ( 26 - y ) dy 
- j ran aw [Care =yes 
[ f (e ) die 


[ பண்பு( 1 ) ] 


( ) 


28 


8 


23 


as 


* / f ( x ) des = / f ( x ) ds + J f ( x ) dae 

Tf (x ) da - 


a 


-- 


If ( a ) da 


-- 


90 


தொகை நுண்கணிதம் 


எனக் 


( i ) f ( ) = f ( 20 - ) 
செய்யப்பட்ட ஈடு செய்தால் , 


கொள்வோம் . முன் 


து 


fi (e)ts -- ji (2a- y)dy 

= / f (24 - y ) dy 
= / u ) is [ 


கொடுக்கப்பட்டது 
f ( x ) = f ( 2a -- x ) 


] 


= I f ( a ) dr [ பண்பு ( 1 ) ] 


24 


2 


2a , 


f ( x ) dr. = / f (x) de + [ 9 (w) da 

S f ( x ) dx + f f (x ) dx 


al 


- 


= 2 If ( x ) da . 


பயன் 


பண்பு ( 6 ) பின் கண்ட அமைப்புள்ள சார்புகளில் 
படும் . 


( i ) 


TT 20 எனக்கொண்டால் 
f (sine) - f [ sin ( r - x ) ] . 


எனவே 


1/2 


( 1 ( sin x ) d = 2 / if ( sin x ) de . 


(ii ) / ( c ) ஒரு ஒற்றைப்படைச் சார்பாயின் , 

/ ( cos ) = f ( cos ( r - c ) ] 


. : S f ( cos x ) dx 


0 . 


( ) 


(iii ) / ( ஈ ) ஒரு இரட்டைப்படைச் சார்பாயின் , 
( cos o ) - - 1 ( cos ( r - x ) ] 

1/2 
* / f ( < ! os ze ) (lar == 2 / f ( cos re ) clas. 


வரையறைத் தொகை 


எடுத்துக்காட்டுகள் : 


( i ) | sinra da 


1/2 
2 / sinnx dic 


= 


( ii ) ſcos2n + 1x dx 

/ 


0 


T 


1/2 


( iii ) Icosan w da 


- 


2 / cosen x das 


0 


7 


( iv ) | sinma cosan w da 


( i ) / 


1/2 
2 / sinmw cos2 x do 


- 


( v ) | sinno cos (2n + 1 ) a da 


- 


திட்ட அமைப்பு - வரையறுத்த தொகைகள் 


| 


1/2 


7.31 


( sine a dw . இங்கு 17. ஒரு கூட்டு முழு 


எண் . 


0 


தாகை 

காணும் முறையில் 


முன்னர் 

தொடர்ச்சியாகத் 
காட்டியதையொட்டி , 

1/2 
Ssinfx dx 


In 


1/2 


1/2 


sinn - 1 

** COS X 


110 


+ 


sinn - 2 x de 


10 


n 


O 


11. 


1 


O 


In- 2 


1 . 


எனவே , 0 முதல் 


ள 

வரையில் , வரையறுத்த தொகை , 


17 


1 


* 


1 


1 . 


( 1 ) 


12 


12 


3 . 


-- 


11-2 


- 


In - 4 


11 


70 


5 


In-4 


In- 6 


4 


( A ) 


தொகை நுண்கணிதம் 


1 ஒரு ஒற்றைப்படையெண்ணாயின் , 

31 


15 


- 


11 


2 
sin x dar 


0 


T 


COS 30 


= 1 


1 


எனவே , இடது கைப்புற உறுப்புக்களுக்கு , முறையாக உரிய 
வலது கைப்புற உறுப்புக்களை ஈடு செய்து , பெருக்கினால் 


10 


- 


1 


m 


- 


3 


In 


2.1 


( 2a ) 


m . 


n - 2 


- 


7. ஒரு இரட்டைப்படையெண்ணாயின் , 

1 . 

1/2 
1 . S (sin x )" dx 

0 
1/2 
s dx 


- 


- 


2 


எனவே , முறையாக ஈடு செய்ய , 


1 


1 


10- 

-3 


In 


1 . 


( 2b ) 


.. 


m 


n 2 


2 


| 


( 2a ) ( 2b ) என்ற வாய்பாடுகளை ஒருங்கமைத்து , 
1/2 

( m - 1 ) ( m - 3 ) 
sin na dx 

m ( m - 2 ) ( m - 4 ) 


--- 


| 


- 


( ) 


1. ஒற்றைப்படை கூட்டு முழு எண் ஆனால் 


1 ; 


- 


T ; 


- 


10. இரட்டைப்படை கூட்டு முழு எண் ஆனால் ! 
என்று பொது வாய்பாடு பெறுகிறோம் . 


வரையறைத் தொகை 


சு 


} 


7-32 . இதே முறையில் 

தே முறையில் / cost wids -ம் 


பெறலாம் . 


ஆனால் /if ( x ) de = jif ( x 

f ( ) 


x ) dae என்ற பண்புப்படி , 


0 


ja- nan ( ;- =)4 


cosrx dr .. 


பொது 


எனவே சென்ற பத்தியில் கடைசியாகக் கண்ட 
வாய்பாடு , இரண்டிற்கும் பொருந்தும் . 


அதாவது , 

1/2 

sinn x dx 


2 


= 


I cost x de 


. 


( m 1 ) ( n -- 3 ) 
30 ( m 

2 ) ( m 


.X k 


4 ) 


1 ஒரு ஒற்றைப்படை கூட்டு முழு எண் ஆனால் k = 1 ; 


n ஒரு இரட்டைப்படை கூட்டு முழு எண் ஆனால் k = , 

2 
எளிய எடுத்துக் காட்டுகள் : 


o forsa - * - * - - 4 
(w Jost - * + 1 =fairs. 


94 


தொகை நுண்கணிதம் 


சு 


2 


7-33 , Im, 


sin mw cos nmda 


( 


m , 10 கூட்டு முழு 

எண்கள் . 


n 


முன்னர் 5-2 ( 7 ) -ல் 
கண்டதையொட்டி , 


1/2 


TT 


n - 1 


In , 


sin m + 1 cos 

m + m 


+ 


1 . 1 
m + m 


sinmx cOS 

n-2 


m , 4 


| 
--- 


0 + 1 
n , n - 2 

m + m 
10 

1 
1 

m , n - 2 
vm - m 


. 


Im ,a 


- 


( 1 ) 


அவ்வாறே , 


m 


3 


-- 


Im ,n- 2 


- 


m , ll- 4 


, 


m + 


ni 


5 


1 . 


1..ns ( A ) 


in , 1-4 


m + m 


4 


11. ஒரு ஒற்றைப்படை கூட்டு முழு எண்ணாயின் 
In3 


2 


In 


m + 3 


Im , 


1/2 

sin x cos x dx 


ஈ 


sin m + 1x 


*1 


m -- 1 


0 


1 


m - 1 


, 


எனவே , து கைப்புற உறுப்புக்களுக்கு , முறையாக 
உரிய வலது கைப்புற உறுப்புக்களை ஈடு செய்து , பெருக்கினால் , 
( n - 1 ) ( n - 3 ) ( n - 5 ) 2 

1 
Im.n. ( m + n ) ( m + n - 2 ) ( m + 3 ) 1-1 
( 1-1 ) ( 1-3 ) .... x2x1 

! ) ( m - 3 ) 
( m + n ) ( m + n - 2 ) ... ( m + 3 ) ( m - 1 ) ( m - 1) ( m -- 3 ) 


- 


வரையறைத் தொகை 


1925 


ஏன் கீழெண்ணையும் மேலெண்ணையும் , (1m - 1) ( m - 3 ) ... 
ஆல் பெருக்குகிறோம் என்பது பின்னர் விளக்கப்படும் . 


1 ஒரு இரட்டைப்படை முழு எண்ணாயின் , 

1 
I 

Im , 


1,2 


M , 0 . 


m +2 


I 


1/2 
m ,0 = S sin m x ( cos x ) " dx 


O 


1/2 
S sinm x dx 


- 


0 


( m - 1 ) ( m 3 ) ... 

XL 
m ( m -- 2 ) . , . 
1. ஒரு ஒற்றைப்படை கூட்டு முழு எண்ணானால் , 1 
இரட்டைப்படை கூட்டு முழு 

எண்ணானால் 
TT 

2 ( b ) 
2 


m ஒரு 


k 


என்ற 


வாய்பாடுகளை 


ஒருங்கமைத்தால் ,, 


( 2a ) ( 26 ) 
1/2 

sinmx cosn a du 


3) , 


( m 


]] ) ( m - 3) 


. 


( n 1 ) ( m 
( m + n ) ( m + n 


Xk 


2) 


m , n . இரண்டும் இரட்டைப்படை கூட்டு முழு எண்களாயின் 


. 


k 
2 

; இல்லையேல் ( அதாவது ஏதாமொன்றோ, அல்லது 
இரண்டுமோ , ஒற்றைப்படைக் கூட்டு முழு எண்ணாயின் ) 
k - 1 . 

( 3 ) 
இது மிகவும் பயனுள்ள ஒரு பொது வாய்பாடு . 
குறிப்பு.-- In, | I என எளிதில் அறியலாம் . 


11 , II 


எளிய எடுத்துக்காட்டுகள் : 


1 / 


2 


( i) 


( i ) / 


sin3 x cos4 x dic 


3 . 1 . 2 
7. 5 . 3 


x 1 


== 


35 


ஓ 6 


தொகை நுண்கணிதம் 


1/2 


3 


1 .5 


3 


1 


ள 


. 


- 


/ 


Siux costx de 


10 . 


8 


6 


4 


2 


. 


. 


. 


T 


. 


2 


. 


. 


( iii ) 


/ 


s 


sins 2 cog8 x dx 


x 1 . 


8.6 4 2 


இங்கும் வரையறுத்த தொகைப் பண்புகள் 7.2 , ( 5 ) -ம் 
( 6 )- ம் கொண்டு , 


ள 


27 


2 


n 


s 


sin x cos 


x dv- ம் 


|s 


sin my cos ards - ம் 


2 


கணக்கிடலாம் . ஆனால் சற்று விழிப்புடன் sine x cos 1 -ன் 
பண்பினை ஆராய்ந்தறியவேண்டும் . 


. , A 


COS 


7.331 . I வாய்பாட்டை செயல்படுத்தும் முறை : sin -க்கோ 
ஈ - க்கோ உள்ளபடியை எடுத்துக்கொள்ள வேண்டும் . 

. 
அதிலிருந்து , 


( 1 ) ஒன்று குறைத்து முதல் சினை யாக எழுதவும் ; 
( 2 ) பிறகு முதல் சினையினின்று இரண்டு 

ரண்டு இரண்டாகக் 
குறைத்து , அவ்வரிசையில் கடைசி கூட்டு முழு எண் சினை 
வரும் வரை எழுதவும் ; 

( 3 ) பிறகு மற்றோர் படியையெடுத்து , ஒன்று குறைத்து 
முதல் சினையாக எழுதவும் ; 

( 4 ) ( 2 ) -ல் கூறிய முறைப்படி , அச்சினையைப் பயன்படுத் 
தவும் . 


வையெல்லாம் மேலெண் ( Numerator )) சினைகள் . 
( 5 ) பிறகு இரண்டு 

இரண்டு படிகளையும் கூட்டி , கீழெண்ணின் 
( Denominator ) முதற் சினையாக எழுதவும் 

( 6 ) அக் கூட்டுத் தொகையினின்று , இரண்டு , இரண்டா 
கக் குறைத்து , அவ்வரிசையில் கடைசி 

கூட்டு முழு 

எண் 
சினை வரும் வரை எழுதவும் : 


வரையறைத் தொகை 


97 


ஆல் 


இவையெல்லாம் கீழெண் ( Denominator ) சினைகள் . 
( 7 ) மேலெண் 

மதிப்பு காணவும் ; 
கீழெண் 
( 8 ) m , 7 இரண்டும் இரட்டைப் படை கூட்டு முழு எண் 

T 
களாயில் ( 7 ) ல் கண்ட மதிப்பை 

பெருக்கவும் ; 

2 
இல்லையேல் , ( 7 ) -ல் கண்ட மதிப்பை 1 ஆல் பெருக்கவும் , 
அதாவது அப்படியே விடவும் . 
: 7-4 சில பயனுள்ள குறிப்புக்கள் : 
1/2 

1/2 
(i ) / cost e da = 2 / cost w da [ n - கூட்டு முழு எண் ] . . 

--1 / 2 


2 


- 


(ii) S sin2m x d x 


2 / sin 2m 


x d . ( m 

2m 


கூ 


எண் 


முழு 
இரட்டைப் படை ) 


2 


1/2 
( iii ) ( sin 2m + 1 c d x 


- 


சு 


2 


T 


(iv ) ( cosam x d x 


1/2) 
2 / cosam x dw . 


- 


O 


T 


(v ) cos 

20 + 1 

xd x 


0 


() 


7 


ள / 2 
(vi ) ſ sinº xdx = 2 / sin " adm 


ள 


27 


( vii) / cos 


------- 


2fcos2me dw = 4 foosam x da 


முதலியன . 


தொகைப் 


7.41 . வரையறைத் 
காட்டுகள் : 


பயிற்சிகள் : எடுத்துக் 


( 1 ) I (sin + cos 


4 


a da 


- 


cos 30 ) d x என்ன ? 


( i ) 


TT 
I sins do 


/ 
27 sins ado 


( பண்பு 6 ) 


. 


4 


2 


16 


- 


3 


15 


T ( 7 
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TT 

T 
( ii) Icos4 x dr = 2 fcos4 x ds 


ra s te - 27 


( பண்பு 6 ) 


3 


. 


| 


2 


. 


FO 


4 


2 


2 


31 


8 


( iii ) 


T 
Peos3 x da = 0 


[ பண்பு ( 6 )] 


16 


31 


. தொகை 


+ 


15 


8 


T 


( 2) 


I 


| 


Vsin 

x 
sin s + V cos x 


dx 


F 


என 


4 


நிறுவு க . 


cos x = sin 


; 


( ;-) 
( ;-) 


sin x = COS 


- 


பண்பு ( 4 ) ஐப் பயன்படுத்தினால் 


T 


1 


S - 


Vsin x 
-- 

v / cos :? 


dæ 


Vsin x 


( 


T ! 3 


sin 


T 
2 


C 


dx . 


T 


V 


sin 


C 


M 


COS 


(( ;-) 


COS 2 


= 


V cos x + V sin w 
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7/2 


... 2 I = 


v sin & tv 

COS 


dx 


✓ sin + cos 


1/2 

da 


= 


T 
2 


I 


.: . I 


Fl 
* 


T 
4 


TT / S 


( 3 ) 


m 


TT / S 
log ( sin x ) da = 


x dx 


ſ log ( cos x) da 


0 


T 
2 


loge 2 என நிறுவுக . 


பண்பு ( 4 ) ஐப் பயன்படுத்தினால் 
T /2 

TT /2 
log ( sin x ) dx = log sin 


si 


x ) 


a ) ] dx 


T / 2 


log ( cos x) dx 


0 


I எனக் கொள்க . 


7/2 


From 


T/ 2 
I + I = flog ( sin x ) dx + ſlog ( cosa ) da 

0 
77/2 
= "[log ( sin x ) + log ( cos x ) ] da 


7/2 


log ( sin x cos x ) da 
- ſlog 

( an 2.* )de 


7/2 


I. C. - 7A 


700 


0 5606 GJGODT 56001 5 10 


7T / 2 


.TT/ 2 


Flog ( sin 2.0) dit : slog 2 da 


7/2 


- 


- 


ſlog ( sin 2 x ) dx 


log 2 


2 


T 


UCUNS , 2 x = U 6T 6T FFO FUGITOU 

7/2 
Slog ( sin 2x ) dx = 1 Slog ( sin u ) .du 

71/2 
= 1x2 ſlog ( sin u ) du ( 4 ( 6 ) ] 

T / 2 
log ( sin x ) dx = 1 


. : . 21 = 1 


loge ? 


2 


I 


loge? 


2 


T 


x da 


T2 


Vortecos ** sin 27 


என நிறுவுக . 


2ab 


I 


Vat cos ex* ta sin 


dx 
al cos x + 12 sin 2x 


( 1 ) 


11 


la cosa (1 


( TT - 2 ) dx 

2 ) + b2 sin ? ( TT 


a cosa ( TT 


[ LIG004 ( 4 ) ] 
x ) 


- 


TE 


a ) da 


-- 


Va come in begin 


T 


: 


... 2 I 


Varicosate sina 


da 


!! 


ܬ 
ܠܐ 
ܕ 
J 


Vaicog? 456 sine 


al cosa x + b2 sin X. 
வரையறைத் தொகை, 

2 

0 


T da 


[ GOT 4 ( 6 ) ] 


2T 


s 


da . 


7/2 

1 

cos ? * 
al cos x + 62 sina x 

cosa a 


0 


2T 


Vanha tanz z. 


Tla 

sec ? x dx 
a + 62 tanº x . 


tan x = | என ஈடு செய்தால் 

du . 


sec 22 dac 


S 


secx da 
al + 62 tan 


sa 


du 
al + b2u2. 


1 


s 


du 
a2 
72 + u ? 


tan 


bu 


. 


1 
72 


11 


a 


a 


1 
ab 


tan 


[ 
[ 6 tane ] 
[ ot 12 


b tan a 


2 I 


11 


2 T 


1 
ab 


tan -1 


a 


--- 


2T 
ab 


tan 


-1 ( 00 ) 


tan -1 ( c) 


(c) ] 


= 


2T 
ab 


T 
2 


TT 


11 


ab 


2 


.. I 


2ab 
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பயிற்சிகள் 7 
கீழ்க்கண்டவற்றை நிறுவுக : 

16 
1. S sinóx dx = 

15 


5T 


2. Scos 2 dx 


16 


T 


3. S sin3x ( 1 + 2 cos x ) ( 1 + cos x ) dx 


ဖထ 


11 


2 


4. S 


log cos x da 


log 62 
2 


TT 


2T 


5. Š x sin®x dat 


25 


3 


2 


W cos x ) 


3 


6 . 


dx 


( w sinx ) + ( w cos c ) 


4 


TT 


2 


sinºx 


7 . 


dac 


sin x + cosa 


72 


cos2x 


V cos los sind 


dx 


1 
V2 


log ( 1 + va 


TT 


x tan x 


8 . 


dac 


( -1) 


sec x + tan x 


9 . 


dx 


TT 


1 + sinac 


TT 


TT 

2 


10 . 


Vi 


l in coser 


* sin x 

da 
1 + cos2x 


4 


0 


ant2 


11 . 


fa 


ac ( a -- ** da 


( n + 1 ) ( n + 2 ) 


வரையறைத் தொகை 


IT 


12 . 


x d x 
a2 - cosa 


2 aval 


1 


2 


13 . 


- 


log tan x dx = 0 


TT 


14 . 


ſlog ( 1 + cos x ) dx = = logo ( H ) 


0 


b 


15. 5 f ( ) dx = 


f ( a + b - x ) dx 


8 


8 


( n 


1 ) TT 

n 
XC sin 3x dx 


T 


16 . 


T 
COS 

n 


2 + sina 


3 


n 


n 


TT 


17 . 


s 


x sin 2m2 cos 20 , da 


( 2 m - 1 ) ( 2 m – 3 ) ...... 1 ( 2 n - 1 ) ( 2 n - 3) ... ] 

( m + n ) ! 2 m + 1 +1 


TT2 


18 . 


(10g (x + :) 


dx 
2/1 + x2 


T logo 2 [ = tan 0 - 0 0 g tủ s ] 


19. log ( 1 + tan x ) dx = } loge 2 

) 


1 
sin - 1x 

dx 
X 


T 


20 . 


log 2 . 


. 


தொகை நுண்கணிதம் 


21. m ஒரு முழு எண் மதிப்புப் பெறின் , f ( x + mp ) = f ( x ) 
என்னும் சமன்பாடு பொருத்தமாகிறது . அப்போது , 


pi try & = = fre ) 

dx = 1 / f ( x ) dee என நிறுவுக . 


dir 


* 22 . 


- 


1 + cot w 


4 


23 . 


f=sotzden birge 


loge 2 


பு 


24. for coséce a cle = T loge 2 . 


T 


25 . 


x cos x sin x 
a2 cos2 x + 62 sin2 x 


(a , b > 0) 


4 ab ? ( a + b ) 


பகுதி 8 . 


வரையறைத் தொகை 


( தொடர்ச்சி ) . 


8.1 நாம் இதுவரை , பார்த்தது , ( a , b ) என்ற குறிப்பிட்ட் 
இடைவெளியில் f (as ) ஒரு தொடர்ச்சியான ( continuous ) 
சார்பு என்ற கட்டுப்பாட்டில் , 
d 

f ( c ) ஆனால் 
da 


/ f (ar ) ds = F ( b ) - F ( a ) என்பதாகும் . 


jr ( r ) மே - 


Oo 


b- ன் மதிப்பு எல்லையை ( எண்ணிலி ) நாடும் போது , 
F ( b ) - ன் மதிப்பு L என்ற ஒரு ( finite ) அளவுக்குட்பட்ட 
எல்லையை நாடுமானால் , 


jsvoresa veure 


F (a ) 


எல்லை F ( 6 ) 
b 


L 


- 


F (a ) 


--- 


என்று 


கூறலாம் . 


அவ்வாறே a- ன் மதிப்பு --co எல்லையை நாடும்போது 
F ( a ) - ன் மதிப்பு L என்ற ஒரு 

( finite ) அளவுக்குட்பட்ட 
எல்லையை நாடுமானால் , 


OXO 


| ( s) da = 


எல்லை F ( 6 ) - 


எல்லை F ( a ) 


L 


L 


- 


என்று கூறலாம் . 


1060 


தொகை நுண்கணிதம் 


{ 


. 


எடுத்துக்காட்டு : 
( 1 ) a , b > 0 எனக் கொள்வோம் . 
b 

b 
• da 

1 
23 

202 


8 


8 


-- ( - + ) 


1 


b 


ஆகும் போது 


-0 என்பது தெளிவு . 


b2 


* /* -- 
( 2 ) / 


b 


----- 


8 


* 


2 


[ v 


b 


V ] 


b . 


. 


> 00 ஆகும்போது , V6 - 


- என்பது தெளிவு . 


dx 


ஆகவே , 


காண 


/ 


ன் வரையறைத் 


தொகை 


< / a 


முடியாது ( இல்லை ) எனக் கூறுவோம் . 
h 

b 
dx 

tan - 1 
1 + 22 


( 3 ) 


ப 


> 


--- 


tan- ( 6 ) 


tan - 1 ( a ) 


இப்போது 


h 


– ஆனால் , tan -1 (b ) --- 


2 


ப 


--- 


* ஆனால் , tan - 1 ( a ) 


2 


எல்லை 


எல்லை 


/ 


tan- 1 ( 6) - 


tan-) 


1- 22 


--- 20 
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---- ) 


ப 


T. 


என்ற 


8.2 இப்போது ( a , b) 

இடைவெளியில் 
முடிவிலோ ( x = b ) , அல்லது ஆரம்பத்திலோ ( x = a ) , 
அல்லது நடுவிலோ ( x = c ; a < c < b ) f ( a ) = co ஆனால் , 

, 
b 
If ( w ) da என்னவாகும் என்பதை கவனிப்போம் . 


8 


= co 


f ( a ) 


CO 


அல்லது 


[ அதாவது f ( b ) 

அல்லது 
f (c) = co ( a < c < b ] ] என்ற நிலைகளில் : 


x : 8 


8.21 : f (b ) - 

சிறிய 

கூட்டெண்ணெனக் 
கொள்வோம் . 4 முதல் 5 - € வரையில் f - w ) - ன் மதிப்பு 
( finite ) அளவுக்குட்பட்டது 

எனக் கொள்வோம் . 

இந்தக் 
கட்டுப்பாட்டில் , 

b- 3 
da 

ஒரு குறிப்பிட்ட அளவுக்குட்பட்ட 


எல்லை 


Jr (s) a 


E. 


O 


மதிப்புடைய L என்ற எல்லையாகுமானால் , 
b 

b 


E 


- 


எல்லை 


[ if ( s) des 


- 


Jr (r) te - E 


E 


2 


a 


என இலக்கணம் 

லக்கணம் வகுப்போம் : 


8.22 f ( a ) 

அவ்வாறே , a --- € முதல் , 5 வரையில் f ( ac ) - ன் மதிப்பு ( finite ) 
அளவுக்குட்பட்டதாய் , 

b 


எல்லை 


| f ( s ) dae ஒரு குறிப்பிட்ட 


அளவுக்குட்பட்ட 


E 


a -- E 
மதிப்புடைய என்ற எல்லையாகுமானால் , 
b 

b 


எல்லை 


fre)is = 1 


f ( c ) da : 


- 


க 


a -- E 


என இலக்கணம் வகுப்போம் . 
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8.23 f ( c ) -- > 00 ( a < c < b ) 
அவ்வாறே x = c என்ற மதிப்பில் , 

( a < c < b ) f ( c) = 0 ஆகுமானால் , 


jsemnde calidad [ja un dz +55 (w)d] 


8 


cte 


al 


என இலக்கணம் வகுப்போம் . ஆனால் , இரண்டு 

எல்லை 
களும் அளவுக்குட்பட்ட எல்லைகளாக . இருந்தால் தான் , இவ் 
விலக்கணம் பொருந்தும் . இல்லையேல் பொருந்தாது . 
எடுத்துக்காட்டு : 


da 


(1 ) / 


என்ன ? 


Vx 


() 


1 


1 


- 


|| 


0 ஆனால் 


Vx 


2 


எல்லை 


எனவே 


dx 
V 


| 


dac 
VE 


0 


3 


+0 


0 


E 


* 

[2 * ] 
எல்ல : ( 2 < a -27 ] 


எல்லை 

* 0 


2V W 


E 


எல்லை 


E 


= 0 


க 


dx 


24/ a 


doc 


( 2 ) 


என்ன ? 


( a - 2 ) 


1 


x = 2 என்ற மதிப்பிற்கு 


||| 


8 


22 
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எனவே 


3 


da 


E 

dx 


எல்லை 


( e 


2 ) 2 


0 


( a - 2 ) 2 


1 


E 


1 


எல்லை 


- 


E 


1 
1 


1 


1 


எல்லை 


= 


+ 


- ] 


E 


O 


-E 


1-2 


எல்லை 


= 


( - + - 1] 


€ 0 


ஆனால் எல்லை 


1 


E 


E 


எனவே , எல்லை ஒரு அளவுக்குட்பட்டதல்லவாதலின் , 


2 


dx 
( -2) 


இல்லை . 


( 3 ) 


dx 

என்ன ? 
( --1 ) 2 


1 


1 ஆனால் 


8 


( x - 1 ) 


2 


1 


2 


dx 


dx 


dax 


/ 


dx 


+ 


( x - 1 ) 


( x - 1 ) 2 


0 


1 


எனவும் பிரித்தெழுதி , 


e 


2 


dx 


ல்லை . 


doc 


IS 


+ 


1 


E 


- 


1+ € 


0 
காணவேண்டும் . 


1 


1-3 

dx 


எல்லை 


எல்லை 


- 


- 


[ 


-- 


E. 


0 


E ----- > 0 


1 


0 
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எல்லை 


-- 


E 


--- 1 ] 

1 


எல்லை 


- 


E 


E 


எல்லை 


1 


- 


ஆனால் 


B 


மேலும் 


3 


எல்லை 


dac 


எல்லை 


si 


( 1 ) 


- 


E 


( - 12 ) 


E 


O 


1 + E 


1 + E 


எல்லை 


---] 


எல்லை 


1 + 


- 


* 0 


E 


எனவே அளவுக்குட்பட்ட எல்லைகள் இல்லை . 


dx 

1 ) 2 


இல்லை . 


( T 


பயிற்சிகள் 8 


கீழ்க்கண்டவைகளின் மதிப்பு காண்க 


dx 


da 


1 . 


2. 


dx 
1+ 


5 . 


dx 
2 ) 


- 


3 . 


ser 


ex da , 


பகுதி 9 . 


வரையறைத் தொகை : 

பயன்படும் இடங்கள் 


. 


9.1 . 


6.3 - ல் கூறியபடி , வரையறைத் தொகை முறை 
யைக் கையாண்டு , பரப்புக்கள் மாத்திரமே அல்லாமல் , ஒரு 
வளை வரையின் நீளம் , உருளைப் பருமம் , உருளைப் புறப் 
பரப்பு முதலியன காணலாம் . 

ஆங்காங்கு வறையறைத் தொகையைப் பயன்படுத்தும் 
முறைகள் பின்னர் பொதுவாக 

விளக்கப்பட்டிருக்கின்றன . 
வரலாற்று வழியாக , தொகை நுண் தொகை முதலில் 
கண்டு பிடிக்கப்பட்டு , அதன் பல்வேறு பண்புகள் ஆராயப் 
பட்டபொழுது , இந் நூலில் நாம் தொடர்ச்சியாக ஆராய்ந்து 
வரும் முறையில் ஆராயப்படவில்லை . 

முதன் 

முதலாக , 
பரப்பு , நீளம் , பருமம் முதலியன காணவே , அது உருவாக்கப் 

பின்னர் தான் இந் நூல் வரிசைப்படி , வளர்ந்து 
இன்று பயன்படுகிறது . 
எப்படி யென்பதை இப்போது காண்போம் : 

குறிப்பிட்ட கட்டுப்பாடுகளுக்கு ஒரு சார்பு f ( x ) 
அடங்கினால் , 


பட்டது 
. 


9.11 . 


எல்லை 

h 
h0 


[ if ( s ) + f( e + k) + ... ( 4 + * -1 ) ] 


b 


=If ( s ) de . 


a 


= F ( b ) - F ( a ) 
என்று முன்னர் நிறுவப்பட்டது . 
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தொகை நுண்கணிதம் 


இங்கு f ( x ) என்ற சார்பு ( a , b ) என்ற இடைவெளியில் 
தொடர்ச்சியான ( continuous ) ஒரு சார்பெனவும் , 
I f ( x) da 

F ( x ) + C எனவும் , 


= 


b -- a 


h எனவும் , 


m 


m -- > 0 எனவும் , ஆகவே h 0 எனவும் கொள்ளப் 
பட்டது . 
b - a என்ற இடைவெளியை 1. சம பகுதிகளாகப் பிரிக் 

b - a 
கும் போது ஒவ்வொரு பகுதியும் , 

h எனக் கொண் 
டோம் . அதையே , 


70 


b - id 


70 


யாகும் . 


a x எனக் கொள்வதும் அக் கொள்கையே 
ஆகவே , 
எல்லை [ if ( a) + f ( a + Ax ) + ... f ( a + n- 1 Ax) 

Tax ) ] 


Δ 


b 


If (a ) da . 


e 


8 


F ( b ) -- F ( a ) 


அதாவது 

x = 5 
எல்லை 


b 


Σ 


Axf ( a + r Ax ) = f ( s ) de . 


AN 


x = u 


o 


- 


F ( b ) - F ( a ) 


இது தான் எல்லாவற்றிற்கும் அடிப்படைத் தேற்றம் . 

இப்போது படத்தில் ( 6 • 3 படம் ) காட்டியபடி , ABDC 
என்ற 

பரப்பு , அதாவது , f ( a ) = y என்ற வளை வரை , 
- அச்சு x = a , 2 = b > என்ற 3 ஆயத்தொலைப் 

புள்ளிகளில் 
உயர்த்திய குத்தாயங்கள் , இவைகளுக்கிடைப்பட்ட பரப்பு 
காண , ஏதாமொரு பரப்பு நுண் பகுதி 

பரப்பு நுண் பகுதி எடுத்துக் MNPQ 
கொள்வோம் . 

அப்பரப்பு MNPQ , 
f ( x ) AR க்கு அதிகமாயும் , 
f ( x + Ax ) AX- க்குக் குறைவாயும் இருக்கும் . 


வரையறைத் தொகை ; பயன்படும் இடங்கள் 
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நுண் 


10 


அதாவது , 

f ( x ) Ax < M N P Q < f ( x + Ac ) AT . 
எனவே , MN P Q போன்ற 

எல்லா 

பகுதிப் . 
பரப்புக்களையும் x = 4 முதல் , 8 = b வரை கூட்டும்போது ,, 

- 1 
2f ( a + i Ax ) < 3 < முழுப்பரப்பு A B DC 
0 

- 1 
< if ( a + r +1 2 ) 10 
r = 0 


" 


1 


ஆனால் 18 


> 0 ஆகும் போது . 


1 


1 


. 


1 


எல்லை 


எல்லை 


A 


-0 


f ( a + raw ) Aw 


(a + + 1A ) AM 


Ax 


0 


r = 0 


1 


என்றும் , இவ்விரண்டும் 

b 
I f ( a ) du = F ( b ) -F (a ) - க்குச் சமம் 


என்றும் முன்னர் நிறுவப்பட்டது ( 6.3 - ல் ) 
ஆகவே , வாய்பாடு முறையாகக் கூறுங்கால் , 
( i ) பரப்பு நுண் பகுதி / ( w ) Aw . 


- 


( ii ) முழுப்பரப்பு எல்லை 

Ax 0 


Σ 


f ( x ) Ax . 


C 


. 


b 


( iii) எனவே முழுப்பரப்பு 


* 


If ( x ) da . 


an 


முறையையே , நீளம் , பருமம் , 

புறப்பரப்பு 
முதலியன காணவும் நீட்டிக்கலாம் . 
9.12 நீளம் : படத்தில் ( 6.3 படம் ) PO 

என்பது 
CD என்ற வளை வரை நீளத்தின் நுண் பகுதி . 

PQ AS 
எனக்கொண்டால் , 


- 


எல்லை 


முழு நீளம் CD 


AS 


0 


AS 


W 


I.C. - 3 
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1 


தொகை நுண்கணிதம் 


b 


எல்லை 


AS 

Ax . 
AX 


( 1 ) 


0 


W = 0 


எல்லை 


அல்லது 


Ay 


y = f (b ) 

AS 

Ay . ( 2 ) 
0 

y = f ( a ) 


y 


எல்லை 


வரையறைத் தொகை ஒரு கூட்டு மதிப்பின் 
யென நிறுவியதை நாம் இங்கு பயன்படுத்தினால் , 


b 


( 1 ) 


f 


ddw . 


dx 


25 


( 2 ) 


f ( b ) 
ds 

dy .. 
dy 
f ( a ) 


9.13 . உருளைப் பருமம் : இப்போது ABDC என்ற பரப்பு 

அச்சை ஒரு முழுச் சுற்று சுற்றினால் 
உண்டாகிறது . அந்த உருளையின் பருமம் காண : 


உருளை 


இங்கு பரும நுண் பகுதி ( Element of Volume ) MNPQ என்ற 
பரப்பு : - அச்சை ஒரு முழுச் சுற்று சுற்றுமானால் , அந்தப் 
பரும நுண்பகுதி , 


[ f ( x )] / W- க்கு அதிகமாகவும் , 

* [ f ( x + Ac) ] Ax- க்குக் குறைவாகவு மிருக்கும் . 
எனவே பரும நுண் பகுதி / V எனக் கொண்டால் , 
T [ f ( c ) ] 2 Ax < a v < T [ f ( x + Ac ) ] Ax . 4 
a முதல் , 

உள்ள எல்லாப் பரும நுண் 
பகுதிகளையும் கூட்டினால் , 


-- 


6 வரை 


7 . 


- 


1 
Σ T [ f ( a + rae )] ? Ax < A V 

0 


1 


12 


V 


T [ f p + + 120] Ax . 


1 * -- 0 


வரையறைத் தொகை ; பயன்படும் இடங்கள் 


ஆனால் 


m 


1 


எல்லை 


Σ 


T [f u + r Ax ) ] a x = 


1 = 0 


70 


-1 


எல்லை 


T -- [ f ( a + r + izx ]2 Ax . 


! . 
b 


-- 


fr [ f ( x ) ] 2 da . 


8 


ஆகவே முழுப் பருமம் = 


jn [f ( x )]: ds. 


b 
Jry dx . 


-- 


d 


3 


9. 14. உருளையின் புறப்பரப்பு : அதே 

முழு 

உருளை 
யின் புறப்பரப்பு காணவேண்டுமானால் , 

புறப்பரப்பு 
நுண்பகுதி எடுத்துக் கொள்வோம் . 

புறப்பரப்பு நுண்பகுதி 
27 f ( ar ) - S க்கு அதிகமாகவும் , 
21 f ( a + Ax ) AS க்குக் குறைவாகவும் , இருக்கும் . 
அதாவது , புறப்பரப்பு நுண்பகுதி AS 

எனக் 
கொண்டால் , 

21 f ( x ) As < as < 2 • f ( x + c ) As 
அதாவது , 
AS 

AS 
வள f ( w ) Aw < AS < a f ( x + Ac ) AM 

AN 
x = a முதல் , W 

b வரை 

உள்ள எல்லாப் புறப் பரப்பு 
நுண் பகுதிகளையும் கூட்டினால் , 
m - 1 

Δ8 
32r f ( a + rax ) 

Ax < AS 


- 


T = 0 


n = 1 


< 2 f ( a + r + TAM ) 


AS 

. 

A 
AN 


I.C .-- 8A 


1116 


தொகை நுண்கணிதம் 


ஆனால் 


எல்லை 


_ : [ re + r an }2 a 


AX 


1 * = 0 


77 


1 


AS 


Ax 


- 


AN 


எல்ல , _ 2 [1« + r+ la=] 
T ?m| ( # ) as 


ds 


dx . 


w 


8 


குறிப்பு ( 1 ) : முழு உருளை அல்லாமல் , ஒரு பகுதியின் 
பருமமோ , புறப்பரப்போ , வேண்டுமானால் , வரையறைத் 
தொகையெல்லைகளைத் தகுந்தபடியாக மாற்றிக் கொள்ள 
வேண்டும் . 


குறிப்பு ( 2 ) : இதே நுண் பகுதி வரையறைத் தொகை 
அடிப்படையில் , ஒரு பரப்பின் , பருமத்தின் புவிக் கவர்ச்சி 
மையம் , ( Centre of Gravity ) அல்லது நிலை நெம்புத் திறன் 
( Moment of Inertia ) காணலாம் . 


சுருக்கம் : 


b 


-- 


1. பரப்பு 


If ( x) dw . 


b 


2. உருளைப் பருமம் . : IT [ f (ar ) ]- der. 


3. உருகாப் புறப்பரப்பு - / 2rf ( ry * 


da 


8 


} ) 


4. வளை வரை நீளம் 


/s 


(dx . 


dx 


a 


வரையறைத் தொகை : பயன்படும் இடங்கள் 


9.2 . 


Y- அச்சையொட்டிய பரப்பு , நீளம் முதலியன 


இப்போது , பரப்பு EC D F எடுத்துக்கொள்ளலாம் . 


YY 


F 


y = 9 


E 


- 


M 


என்ற 


இப்பரப்பு y = f ( a ) என்ற 
வளைவரைக்கும் , 

y- அச்சுக் 
கும் , 

y P , y 4 
கோடுகளுக்கும் இடைப் 
பட்டது . இதன் பரப்பு, முன் 
கண்டபடியே , காணலாம் . 


B 


படம் .2 


நுண்பரப்பு = KLVT 

= Aye 


முழுப்பரப்பு = zvAy 

g q 
x dy 


= 


( 3 ) 


- 


y 


p 


CD ன் நீளம் , இதையொட்டியே காணலாம் . 


நுண்பகுதி நீளம் 


TV 
AS 


- 


= 


AS 

by . 
4y 


AS 


. முழு நீளம் 


AY 


-- 


பு 


- 


y 
ds 
dy 
P 


dy 


y 


E C D F என்ற பரப்பு , y- அச்சை ஒரு முறை சுற்றினால் 
ஏற்படும் , 


i18 


தொகை நுண்கணிதம் 


உருளைப் பருமமும் , 
காணலாம் . 


புறப்பரப்பும் 


இதையொட்டியே 


நுண்பகுதிப் பருமம் = Tx2 1y . 


முழுப் பருமம் = 


Tx2 13 


Σ 
f == 


y = q 
TM2 dy . 


( iii ) 


y 


- 


P 


நுண்பகுதிப் புறப்பரப்பு = 27 x 18 --- 


- 


2 TN 

Ag 
Ay 


ப 


1 


dy 


y g 

ds 
முழுப் புறப்பரப்பு 

27w 

( iv ) 
dy 

y = P 
விளக்கம் யாவும், ஐ - அச்சை யொட்டி விளக்கப்பட்ட 
முறையேயாம் : 


பகுதி 10 


பரப்புக்கள் 


வளை 


வரை , 


0 


. 


10.1 . y = f ( w ) என்ற 

அச்சு 0 , 
X = a , M = b 

என்ற புள்ளிகளில் உயர்த்தப்பட்ட குத்தா 
யங்கள் , இவைகளுக் கிடையே யுள்ள பரப்பு 


> 


b 


Y 


D 


Sy dx 


g = f ( x ) 


3 . 


\ 


= 
= fre) 


R 


J f ( a ) da 


என்ற 


O 


M 


* x 


N 


8 


வரையறைப்பட்ட 
தொகைக்குச் 

சமம் 
9 • 11 - ல் விளக்கப்பட்டது .. 


என்று 


0 


படம் .3 . 


அதாவது 

மேலே காட்டப்பட்ட படத்தில் ABDC- ன் 

b 
பரப்பு 

If ( x ) da . 


- 


2 


இத் தேற்றத்தை மற்றோர் முறையிலும் நிறுவலாம் . 
படத்தில் , y = f ( ar) என்ற வளை வரை CD ; 
x = a- ல் உயர்த்தப்பட்ட குத்தாயம் AC ; 

b- ல் உயர்த்தப்பட்ட குத்தாயம் BD ; 
Q , அவ் வளை வரையில் ஏதாமொரு ; புள்ளி ( x , g ) 

P , அவ் வளை வரையில் , சற்று மேலுள்ள புள்ளி 
( w + x , y + Ag ) . 
படத்தில் MN 

QR 

SP . 
RP L 


- 


Δα 


-- 


- 


| 


QS . 
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தொகை நுண்கணிதம் 


என்பது 


எனவே 


இப்போது பரப்பு A M Q C 

M- ன் x- ஆயத் 
தொலையைச் சார்ந்தது . 
பரப்பு A M QC = 4 ( x ) எனக் 

கொண்டு , 
( w ) என்னவென்று காண்போம் . 

அவ்வாறே பரப்பு A N PC = 4 ( x + Ac ) 
, பரப்பு M N P Q = * ( x + bac ) - $ ( x ) 


ஆனால் , 

நீண்ட சதுரப் பரப்பு M N R Q < பரப்பு M N P Q ; 
நீண்ட சதுரப் பரப்பு M N PS > பரப்பு M N P Q. 

:: MNRQ < MNP < MNPS 


9 


கண் 


அதாவது , 

f ( x ) . Ax < * ( x + Aux ) – " ( x ) < f ( x + Ax ) . Ax 
எல்லாவற்றையும் X ஆல் வகுத்து A -- > 0 

எல்லை 
டால் , 
f ( w ) < எல்லை * (w + Ac) - 

* ( x + Ac ) - $ ( 2 ) < எல்லை f ( x + Ax ) 
0 AW 

AN 

0 
ஆனால் , எல்லை 

4 ( x + Ax ) - - $ ( a ) 
Ax --- 

$1 (x) 

Aw 
மேலும் எல்லை 

f ( x + Ax ) = f ( x ) 
Ax -- > 0 
f ( x ) = $ 1 (ar) எனத் தெரிகிறது . 
+ ( c ) 

If ( c ) du 

F ( w ) + C எனக் கொள்வோம் . 
இங்கு C- ன் மதிப்பு காண , 

எனக் 

கொண்டால் , 
¢ ( a ) = 0 . 

0 = F ( a ) + C 
C 

( ய ) = F ( c ) - F ( a ) 
இப்போது w = b எனக் கொண்டால் 

* ( b ) = F ( b ) -- F ( a ) 

b 
= I f ( x ) ds. 


= 


0 = 


= 


F ( a) 


- 


- 


, வேண்டிய பரப்பு 


b 
If ( x ) ds . 


- 


பரப்புக்கள் 
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நடைமுறையில் பின் காட்டப்பட்ட 

சுருக்கமான வழியைப் 
பயன்படுத்தலாம் : 


ஒரு நுண் பகுதிப் பரப்பு = y Ax 


- 


முழுப் பரப்பு 


9 Ax. 
Ax > 0 


-- 


Jf( w ) / . 
A > 0 


If ( c ) da . 


இது முறையே 

யொழிய, தேற்றமெனக் கொள்ளுதல் 
கணிதப் பண்புக்கு ஏற்புடைத்து என்று கணித வல்லுனர்கள் 
முழு மனதோடு ஏற்றுக்கொள்ள மாட்டார்கள் . 


இதே வழியை, 

நடைமுறையில் , பருமம் , புறப்பரப்பு ,, 
வளை வரை நீளம் , புவிக் கவர்ச்சி மையம் , நிலை நெம்புத் 
திறன் முதலியன காணப் பயன்படுத்திக் கொள்ளலாம் . 


10.11 . எடுத்துக்காட்டுகள் : 

y 
( 1 ) + 

= 1 என்ற நீள் வட்டத்தின் பரப்பு 

12 
காண்க . 


x2 


-- 


a2 


B 


ܫܘ 


நீள் வட்டத்தில் நான்கில் 
பகுதியான, O ACB ன் பரப்பைக் 
கண்டு , அதை நாலால் பெருக்கி 
னால் நீள் வட்டத்தின் பரப்பு 
கிடைக்கும் . 


O 


A 


A 


படம் 4 


() AC B ல் ஒரு நுண்பகுதிப் பரப்பு = y A W 


b 


- 


* 


0 முதல் w = a வரை கட்டம் , 


. 


1122 


தொகை நுண்கணிதம் 


எல்லை 


முழுப்பரப்பு 


Σ . 


Vaa - x Ae 


* 


- 


x² dx . 


U 


----- 

( :) ] 
* * [ + ; -.- .) 


ள 


ab 


- 


முழு நீள் வட்டத்தின் பரப்பு = 4 x 

Tab 

4 

= rab . 
( 2 ) ay . = 2 (a- ) 

வளை 

வரையின் வளையப் 
பகுதியின் பரப்பை மட்டும் காண்க . 


என்ற 


முதலில் இவ் வளை வரையின் அமைப்பை நாம் ஒருவாறு 
அறிந்துகொள்வது நலம் . 


y = 0 ஆகிறது ( 1 ) 


= 0 ஆனால் , 
= 0 ஆனால் , 


-- 


9 


0 ஆகிறது ( 2 ) 


வளை 


மேலும் இது 4 - ன் இரட்டைப்படைச் சார்பாக இருப்பதால் , 
இவ் 

வரை , 

X- அச்சுக்குச் சமச் சீர் பெற்றதாக , 
அதாவது x- அச்சுக்கு இரு பக்கங்களிலும் ஒரே அமைப்புடை 
யதாக , இருக்கும் ( 3 ) x > a ஆனால் ay ? 

= ஒரு கழிவெண் 
ணாகும் . ஆகவே 

T > a- க்கு , y- ன் மதிப்பு ஒரு கற்பனை 
யெண்ணாகவே யிருக்க முடியும் 

ஆகவே இவ் 
வரை 

-க்கு மேல் 

வரைய முடியாது . 


வளை 


- 


< 0 ஆனால் ay வளர்ந்து கொண்டே .. வரை செல்லும் . 


எல்லையற்று 


* 


எனவே , 

கழிவெண் 

மதிப்பேற்று , 
வளர்ந்து போகுமானால் , ay - ம் 0 வரை வளர்ந்து போகும் . 

- - எல்லையை நாடும் போது - + எல்லைகளை 
நாடும் ; ( 5 ) 


பரப்புக்கள் 


1-23 


இந்த 5 பண்புகளையும் உளங்கொண்டு வளை 

வரை 
யமைப்பை ஆராய்ந்தால் , வளை வரை 


( 1 ) • w = 

= 0 , y = 0 வழியாகச் செல்லும் ; 
• ( 2 ) X = 0 , y = 0 வழியாகச் செல்லும்; 
( 3 ) x அச்சுக்குச் சமச் சீர் பெற்ற தாயிருக்கும் ; 

( 4 ) x = a- க்கு மேல் , y- க்கு மெய்யெண்மதிப்பில்லை 
யாதலின் , x = a- க்கு மேல் , வளை வரை இடம் பெறாது ; 


- 


( 5 ) W = 0 - க்குக் குறைந்த ( அதாவது கழிவெண் ) மதிப்பு 
களுக்கு , வளை வரை , அச்சுக்குச் சமச்சீர் படைத்து 
வரை செல்லும் . வளைவரைப் படம் , பின் வருமாறு : 


B 
a . 


படம் .5 


வளையப் பகுதி 0 A B C. 


a 


அதன் பரப்பு = 2 / y da . 


8 


/ 


wVa 
Na 


3 

dx 


O 


x da .. 


x = a sin 29 என ஈடு செய்தால் , 
x = 0- க்குரிய , 6 = 0 எல்லையும் , 
so = a- க்குரிய , 0 = " எல்லையும் கிடைக்கும் , 
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தொகை நுண்கணிதம் 


T 


, பரப்பு 


2 
N 


a sin 20.Va cos e . 2 a sin a cos Oda 


T 


= 4 a2 


= 





sin30 cos 20de. 


2.1 
5.3 


- 


4a . 


802 


15 


- 


( 3 ) y ? = 0 என்ற தொடு வளைவுக்கும் , 2 + y 4ax 
என்ற வட்டத்திற்கும் பொதுவாக உள்ள பரப்பு என்ன ? 


1 


E 


படம் . 6 


புள்ளி 


முதலில் , இரண்டிற்கும் உள்ள பொதுவான 
கள் , அல்லது இரண்டு வளை வரைகளும் வெட்டும் புள்ளி 
களை அறிய வேண்டும் . 
4 

ஆதியின் வழியாகச் செல்லும் ஒரு 
தொடு வளைவு . 
X2 + y . 

என்பது 
(( x - 2a ) 2 + y = 4a2 என்ற வட்டம் . 


- 


ax , 


-- 


4 am 


அதன் மையம் ( 20 , 0 ) ; அரை விட்டம் 20 . 
இவ் வட்டமும் ( 0 , 0 ) ஆய ஆதி வழியாகச் செல்கிறது . 


எனவே ஆய ஆதியான ( 0 , 0 ) இரண்டுக்கும் பொது 
வான ஒரு புள்ளி, 


பரப்புக்கள் 

இரு சமன்பாடுகளையும் , ஒருங்கமைச் சமன்பாடுகளாகக் 
கொண்டு தீர்வு கண்டால் , மற்றொரு பொதுப் புள்ளி 
கிடைக்கும் . 

W2 + aw 
ஃ x ( w 30 ) 

0 


தா 


4 am 


- 


- 


0 ; 


x = 3a 


- 


0 ; y = uv3 
என்பவை பொது அல்லது வெட்டுப் புள்ளிகள் . 


படத்தின்படி , இரண்டிற்கும் பொதுவான பரப்பு 

O A B C DO 


= 0 A B E D 0 + B C ) ) E B. 
இரண்டு வளை வரைகளும் - அச்சுக்குச் சமச்சீர் படைத்தவை . 


- 


எனவே 


2.O A BEO ) 


O A BE DO 
B C D E B 


2. BESB } பரப்புக்கள் . 


- 


3a 
பரப்பு 0 A B E 0 = TV av ds . 

() 


-<= [ ] 


Va • 3 V3 . ava 


2 43a 


4 


- 


பரப்பு B ECB 


V4a2 


( w - 2a ) da . 


3a 


4a . 


-1 . 


T 


2a 


II 


2a ) V 4a ? - ( x - 2a }2 + 4a sin 


]] 


2 


20 


38 


[ ( x - 2a ) v 4a 

+ [ ( 0 + 44 ";") - {** </ 3 ++ Aer (5 ) } ] 
= [ ; - v3 ]. 


|| 


- 


*12.6 


. 


தொகை நுண்கணிதம் 


பரப்பு 0 A B C D 0 = பொதுவாக உள்ள பரப்பு . 


= 2 [ 2v3 ¢ + * ( *; - v3 ) ] 


4Ta2 

+ 3 / 3a2 
3 


10 2 . போலார் ( Polar ) சமன்பாடுகள் 

மூலம் 
கொடுக்கப்படும் வளை வரைகளுக்குப் பரப்பு காண் முறை : 


10A 


R 


படம் .77 


OR-- போலார் முதற்கோடு . 


வரையப் பட்டிருக்கும் வளைவரை r = f ( 9 ) 


LROAAT 


L RO B = s . 
9 = a முதல் 0 = B. இரண்டு திசைக் கோடுகளுக்கும் 

f ( 6 ) என்ற வளைவரைக்கும் உட்பட்ட பரப்பு A O B 
கண்டு பிடிப்போம் . 


ஏதாமொரு திசைக்கோடு O P- ம் , அதற்கடுத்தாற் 
போல் 0 ம் வரைக . 

L RO P = 9 ( பொது ) 
/ R OQ = 9 + 1 0 எனக் கொள்க . 
L PO Q = 19 . 
ஒரு நுண் பகுதிப் பரப்பு PO Q = } r2 / 0 


பரப்புக்கள் 


- 


. முழுப்பரப்பு = எல்லை 

18- 0 


Sr2 10 


8 = d 


B 
= z I r2 d 0 


B 
= 1 / [f ( 9 ) ] 2d G. 


10.21 . எடுத்துக் காட்டு : 

( 1 ) r = a ( 1 + cos 6 ) என்ற நெஞ்சு வளையின் முழுப் 
பரப்பைக் காண்க . 


நெஞ்சு வளை வரை முதற் கோடான 0 R- க்கு சமச்சீர் 
பெற்றது . 

ஏனெனில் 


P 


28 


R 


r = a ( 1 + cos 6 ) 

= a [ 1 + cos ( -8 ) ] 
OR = 2a 

e 0 முதல் 9 
பரந்திருக்கிறது . 


= 


21 வரை 


B 


படம் -8 . நெஞ்சுவளை 


பரப்பு 0 R A 0 = பரப்பு 0 B R 0 . 
O P Q ஒரு நுண் பகுதிப் பரப்பு = y r2 / 9 

27 
ஃ முழுப்பரப்பு si 92 do 


27 
I a ( 1 + cos o ) 2 de 


( 1 + cos 6 ) 2 d6 . 


------ 
--- 


அ 
2 


de . 


18 


தொகை நுண்கணிதம் 


= 


- 


* எனக் 


கொண்டால் , 


எ 


பரப்பு = 4 272 2 cos4 x dw 


Su2 . 


- 


. 


3.1 

2 
3 Ta2 . 


T 
2 


4 . 


- 


எடுத்துக்காட்டு : 

( 2 ) x + y = 3axy என்ற போலியம் ( folium ) வளையத் 
தின் பரப்பு காண்க . 

இங்கு x , y சார்பாக வளைவரைச் சமன்பாடு கொடுக்கப் 
பட்டிருந்தபோதிலும் , போலார் அமைப்புக்கொண்டு பரப்பு 
காண்பது எளி,தர் கும் . 

1 cos 9 = 8 
r sin a 

y என ஈடு செய்யின் , 
x + y = 3 axy என்ற சமன்பாடு 

r3 cos 0 + 73 sin3 0 3 ur2 cos a sin 0 என மாறுகிறது . 
அதாவது - (cos 0 + sins o ) 3a cos e sin a 

3a cos 9 sin a 
அதாவது r = 

cos39 + sinse 
0 ஆனால் 7 = 0 


= 


= " 


- 


-- 


8 


-- 


ஆனால் r = 

0 


வளையம் 9 = 0 முதல் , 0 = 


வரை படர்ந் 


За Х 


திருக்கும் . 
பட அமைப்பு பின்னர் காட்டப்பட்டிருக்கிறது . 

1 

1 . 
ளே 

// 2 
8 
4 

1 

1 
-- 
242 2 12 
+ 


- 


- 


V2 


= 


ஆனால் 


-- 
--- 


எள 


8 


= 


4 


ஆனாலும் = 


பரப்புக்கள் 
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படம் .9 . போலியம் ( Folums) 


ஒரு நுண் பகுதிப் பரப்பு = PO Q = } re A 9 


D 


= 7 


முழுப்பரப்பு எல்லை 

2 

tre 40 
A9 -- > 0 

e = 0 


Σ 


1 / re d e 


* 


| 


1 / 

9a2 sin ? 9 cos2 9 
( cos G + sin3 ) 2 


de 


1/2 

tan2 e sec2 9 
2 (1+ tan3 8 ) 2 

0 


|s 


de 


tan 9 - 


t என ஈடு செய்க . 


0 


-- 


0 க்கு உரிய t = 0 


8 


க்கு 


உரிய t 


- 00 


T.C. - 9 . 
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தொகை நுண்கணிதம் 


9 02 


பரப்பு 


tadt 
( 1 + t ) 2 


2 


9a2 


3t2 dt 
( 1 + 3 ) 


3.12 


( 1 + ) 
( 1 + t3 ) 2 


2 


3a2 


1 


2 


1+ t3 


( 


3 aa 


* [ -0 +1 ] 


2 


302 


= 


2 


பயிற்சிகள் 9 . 


பரப்பு . 


-- 


ப 


1. கீழ்க்கண்ட பரப்பினை மதிப்பிடுக : 
( i ) தொடு வளைவு , y 4 an ; 3 அச்சு ; 

0 , x = 20 என்ற குத்தாயங்களுக்கு இடைப்பட்ட 
பரப்பு . 


- 


( ii ) கயிற்று 

வளை 

y 


- 


C cos h 


அச்சு ; 


. 


- 


G 


- 


0 , 8 = C என்ற குத்தாயங்களுக்கு 


டைப்பட்ட பரப்பு . 


( iii ) 


sin x- ன் 


ஒரு முழு 


வளை 


வு . 


2. ஒரு அரை வட்டத்தின் பரப்பை , 

வரையறைப்பட்ட 
ரிப்பில r 


inn mun 


பரப்புக்கள் 


3. கீழ்க்கண்ட வளையங்களின் பரப்பினை மதிப்பிடுக : 


( i ) aye 
(ii) as y 


- 32 {a + x ) 
24 (x + b ) 

23 ( 2a - x ) 
= v2 ( a2 - x2 ) 


(iii ) a y 
(iv ) as y: 


4. y = 20 என்ற தொடு வளைவை , y = 40 - 1 என்ற 
கோடு வெட்டுகிறது . இரண்டிற்கும் இடைப்பட்ட 

பரப்பு 
என்ன ? 


= 


5 . 02 y a2 (y 

xe) என்ற வளை வரைக்கும் , அதன் 
நீளத் தொடு வரைகளுக்கும் இடையே உள்ள பரப்பு காண்க . 


என்ற 


sin3 t 
6. x = a sin ? t ; y = u 

வளை வரைக்கும் 

cost 
அதன் நீளத் தொடு வரைகளுக்கும் இடைப்பட்ட பரப்பு 
காண்க . 


7. கீழ்க்கண்ட வளை வரைகளுக்குப் பொதுவாக உள்ள 
பரப்பு காண்க : -- 


( i ) 


-- = 4ar ; 


82 


4ay ) 


( ii ) 


y = x ; y. 


9x 


= Sun 


(iii) து .y = 4ax ; 

82 -- y 
( vi ) x2 + 2y == 2c2 ; 2x2 + y 

202 
( v ) -y = 4a (w + a } ; y 4b (b -- x ) . 


= 


sin e ) ; 


என்ற 


வளை 


8. w = a ( 0 

y = ( 1 

cos 9 ) 
வரையின் ஒரு வில்லுக்குட்பட்ட பரப்பு காண்க .. 


9. x2 / 3 + y2 /3 = 12/3 என்ற வளை வரைக் குரிய முழுப் 
பரப்பு காண்க . 


10. Ve + vy = 1 என்ற வளை வரைக்குரிய முழுப் பரப் 
பென்ன ? 

1. C. - 9A 


18 


தாகை நுண்கணிதம் 


பயிற்சிகள் 10 . 


பரப்பு ( போலார் சமன்பாட்டு வளைவரைகள் ) கீழ்க்கண்ட 
வைகளின் பரப்பு காண்க : 


1. r = a ( 1 - cos G ) என்ற நெஞ்சுவளை . 


2. r = a ( sin 20 + cos 20 ) ; எல்லை 0 முதல் 27 . 


2a 


1 cos G என்ற 


தொடு வளைவுக்கும் , 


அதன் 


குவியம் வழியாகச் செல்லும் இரட்டைக் குத்தாயத்திற்கும் 
இடைப்பட்ட பரப்பு , 


= aema ; = * முதல் = வரை . 
5. r = ae cos 8 ன் வளையம் . 


6. 1 = 3 + 2 cos 6 . 


7. r = a cos n o ன் ஒரு வளையம் ( n- கூட்டு முழு எண் ) . 
8. x ( 22 + y ) = a ( x2 - y ) ன் ஒரு வளையம் . 
9. 4 + y == 4u wy ன் ஒரு வளையம் . 
10. I a + b cos 9 ன் இரண்டு வளையங்கள் ( b > u ) . 


குறிப்பு.- பயிற்சிகள் ( 8 ) , ( 9 ) இரண்டிற்கும் முதலில் 
= r sin 0 என ஈடு செய்து , போலார் 

சமன் 
பாடாக்கி பின்னர் பரப்பு காண்க . 


r cos 9 , 


பகுதி 11 . 


வளைவரை நீளங்கள் 


என்ற 


11.1 வளைவரை நீளம் y f (v) என்றவளைவரையில் , 
ஒரு குறிப்பிட்ட புள்ளி A [ a , f ( a ) ] லிருந்து P ( x , y ) 
புள்ளி வரை உள்ள வளை நீளம் . எனக்கொண்டால் , 

P ( x , y ) 


வகை நுண் கணிதப்படி , 


¥¥ts 


2 


ds 
da 


M1 


1 + ( 


dy 
dx 


என்று நாம் அறிவோம் 


படம் -10 


எனவே , 


- // +(2 ) 


da 


- 


ஆகவே , A , B என்ற இரண்டு புள்ளிகள் , [a , f (a ) ] ; 
[b , f ( b ) ] ; } f , ( x ) என்ற வளைவரையில் எடுத்துக்கொண் 
டால் , 
A B ன் வளை நீளம் 
எல்லை 

0 


பி 


- 
ΣΑ 


AS 


எல்லை 
An 


0 
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தொகை துண்கணிதம் 


da . 


* 
N + ( 2 ) 


-- 


. 


11-11 மேலும் : = f (i) ; y = F ( t ) என்ற வளைவரைச் 
சமன்பாடு கொடுக்கப்பட்டால் , t = t , முதல் t = t9 வரை 
உள்ள வளை நீளம் , 


Iv(E ) +(4 ) 


dt. 


--- 


11-12 ஒரு வளை வரை போலார் சமன்பாட்டில் கொடுக் 
கப்பட்டால் , 


del 


M + +(4 ) 


do 


de 


ds 


do 


- 


II 


dr 


de 


= V1 + 

( 4 ) 


de12 
dr . 


என வகை நுண் கணிதப்படி , நாம் அறிவோம் . 


எனவே A B என்ற வளை நீளம் 


Ge 


dr 2 


N- + 


( 4 ) 


do 


61 


de12 

dr . 


அல்லது 


- 


1 ) 


திசை 


இங்கு , முறையே 8 , 93 , ry , rg , என்பவை A , B ன் 
கோணங்களும் , திசை தூரங்களும் ஆகும் . 
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பகுதி 11 . 


வளைவரை நீளங்கள் 


111. வளைவரை நீளம் y = f ( x ) என்ற வளைவரையில் , 
ஒரு குறிப்பிட்ட புள்ளி A [a , f ( a ) ]- யிலிருந்து P ( x, y ) என்ற 
புள்ளி வரை உள்ள வளை நீளம் S எனக்கொண்டால் , 


Pf* .y 


வகை நுண் கணிதப்படி , 


- 


121 


M1 + ( 2 ) 


dx 


என்று நாம் அறிவோம் . 


படம் -10 


எனவே , 


= IV 1 + (2 ) 


dx 


ஆகவே , A , B என்ற இரண்டு புள்ளிகள் , [ a , f ( a ) ] ; 
[ b , f ( b ) ] ; y = f ( x ) என்ற வளைவரையில் எடுத்துக்கொண் 
டால் , 


A B- இன் வளை நீளம் 


எல்லை 
As- +0 
எல்லை 
A * -40 


2 : 
ΣΑ , 
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தொகை நுண்கணிதம் 


= 


5 

ds 


* 


dx . 


= jV1+ ( 2 ) . 


111.1 , மேலும் x = f ( 1 ) ; y = F ( t ) என்ற வளைவரைச் 
சமன்பாடு கொடுக்கப்பட்டால் , 1 = T முதல் t = 1, வரை 
உள்ள வளை நீளம் , 


dy ) 
de 

1 dt. 


11-1-2 . ஒரு வளை வரை போலார் சமன்பாட்டில் கொடுக் 
கப்பட்டால் , 


ds 


M// + (4 ) 


de 


ds 


ds 


- 


do 
dr 


ar 


= Vi+ r ( 1 ) 


என வகை நுண் கணிதப்படி , நாம் அறிவோம் . 


எனவே A B என்ற வளை நீளம் 


de 


.. 


V ++( # ) 
M +F4 

( * ) 


r2 


அல்லது 


இங்கு , முறையே 8 ,, 8 ,, r ,. ry என்பவை A , B- இன் திசை 
கோணங்களும், திசை தூரங்களும் ஆகும் .. 
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வளைவரை நீளங்கள் 


11.1.3 . எடுத்துக் காட்டு ; 


( 1 ) y = 4 ax என்ற பரவளையத்தில் ஆய ஆதியிலிருந்து , 
அதாவது ( 0,0 ) - இலிருந்து ( a , 2a ) என்ற புள்ளிவரை உள்ள 
நீளம் என்ன ? 


= 4 ax 


dy 
2y 

dx 


- 


4a 


3 


M1 ( 2 ) 


dx . 


4a 
1+ 


- 


V 


y + 4a " 


1/4ax + 4a 

2 ax . 


x + a 


a 


வேண்டிய நீளம் = 


VN 

S 
=iV 


ds 

dx 
dx 


dx . 


X 


x = u என ஈடு செய்க 


du = 2u du 


x + a = u + a . 


x = 0 ஆனால் u = 0 


x = a ஆனால் u = a 
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தொகை நுண்கணிதம் 


.. வரையறைப்பட்ட தொகை 

va 


= 2 [ VK + edia 


a 


[ENT + 1 + a log ( u + Vs + a) 

++++ ]] 
[<a. < 2a + alog va + </za) -a log 


a 12 + a log va (1+ 12 ) 


a v2 + a log ( 1 + 12 ) 


B 


[ 2 ) x = a cost 

a pinat 
வளை வரையில் 1 = 0 முதல் 


என்ற 


வரை 

உள்ள வளை நீளம் . 
2 
என்ன ? ( படம் 11 ) 


வளைவரையின் படம் காட்டப் 
படம் .11 . நாற்கூர் விண் மீன் பட்டிருக்கிறது . 

இது x- அச்சையும் 
y- அச்சையும் ஒட்டிச் சமச்சீர் 


* வரை ) 
( t = 0 முதல் t = 

பெற்றது . ( படம் 12 ) 

2 
du 

Sa cott sint 


3a sin t cos t 


ds 


2 


II 


dt 


dx. ( dy ) 

+ 
do dt 
V9a cost sin t + 9a sin t cost 


3a sin t cost 


வளைவரை நீளங்கள் 
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N 


| 


ds 
dt 


dt 


0 


* / 


| Sasin t cost di 


0 


3a sint2 


2 


T 


2 


0 


3a 


- 


2 


இந்த வளைவரை நாற்கூர் விண்மீன் ( Four - pointed Star or 
Four - cusped hypocycloid ) எனப் பெயர் பெறும் . உருவம் 
வைத்தே பெயர் பெற்றது . 


படம் 12 


நாற்கூர் விண்மீன் 


இதன் முழு நீளம் 


3 
--a 
2 


6a . 


( 3 ) r = a (1+ cos ( ) என்ற நெஞ்சுவளையின் முழு 
என்ன ? 


நளம் 


படம் முன்னர் 10-2.1 - இல் காட்டப்பட்டிருக்கிறது . சில 
பண்புகளும் அங்கு கூறப்பட்டிருக்கின் றன . 
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தொகை நுண்கணிதம் 


= V7 + ) 


di 


= Va (1+ cos 8) * + (-asin 8 ) 


= 2a cos : 


பாதி நீளம் 


23 


COS 


-de 
2 


து 


= 4a | sin 


2 


= 4a 
= 8a 


முழு நீளம் 


8 cot a 
( 4 ) t = ae 

என்ற சமகோணச் சுருளின் ( equiangular 
: spiral ) நீளம் , = 7 , முதல் = r, வரை என்ன ? 

Icotoc 
dl 

= a cotoo e 
= rcot a 


dr 


** 


1 + i 


dr 


( 4 ) 


de 
dr 


M 
M1 


+ 


rs cot2 a 


seca 


T , 


S 


ds 
dr 


. 


( 


sec a dr 


r ) sec a 
a என்பது இங்கு ஒரு மாறிலி . 


உருளைப்பருமங்கள் 
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- 


( 2 ) 4x2 + 9y == 36 என்ற நீள்வட்டம் , - அச்சை சுற்றி 
னால் , பெறப்படும் உருளையின் பருமம் என்ன ? 

4x2 + 9y 36 என்பதை 
w2 

+ = 1 என எழுதினால் 

9 4 
அது ஒரு நீள் வட்டமெனத் தெரியும் . 

அரை நீளச்சு 3 அலகுகள் எனவும் அரைக்குறையச்சு 
2 அலகுகள் எனவும் தெரிகிறது . 


3 


பருமம் 


- 


+ /rd 


3 

( 36-422 


dx 


3 


3 


21 


| ( 36 


( 36 -- 432 ) da 


9 


0 


27 


3 
433 


ஏ( 36 


33 | 


- 


T [ 108 - 36 ) 


27 


X 72 


9 
16 கன அலகுகள் . 


= 


( 3 ) . முதல் நாற்கூறிலுள்ள , நாற்கூர் விண்மீன் , x = [ cos3 t ; 
3 / 

a siast , a : அச்சை ஒரு சுற்று சுற்றி வரும் உருளையின் 
பருமம் என்ன ? 


- 


B 


O AC B என்ற பரப்பு : -அச்சை ஒரு 
சுற்று சுற்றுகிறது . 

3 - ன் எல்லைகள் ) முதல் 1 வரை . 


AL 


ஆகவே ! ன் எல்லைகள் 


2 முதல் 0 . 


படம் .14 
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தொகை நுண்கணிதம் 


பருமம் 


= 


yoda. 


TT 
எ 
2 


0 


= T / a sins t . ( - 


3a cos2 t sin t ) dt 


2 


T / 2 


303 | sin t cos ? t dt 


6 


4 


2 


] 


. 


- 


303. 


9 


7 


5 


3 


. 


. 


1603 


105 


ய 


என்ற 


4. |Y : = 24 ( x + 2 ) 

வளைவரையின் வளையம் , 
-அச்சை ஒரு சுற்று சுற்றினால் வரும் உருளையின் பருமம் 
யாது ? 

முதலில் வளையத்தின் அமைப்பு காண்போம் . 
(( 1 ) கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடு , y- ன் 

இரட்டைப் 
படைச் சார்பு ; ஆகவே 3 - அச்சை 

யொட்டி சமச்சீர் 
பெற்றது . 

( 2 ) x == 0 , 9 0 வழியாக வளை வரை செல்லும் . 
( 3 ) x -- 2 , y = 0 வழியாக வளைவரை செல்லும் . 
( 4 ) x > 2 ஆக , y = + - வரை விரிந்து போகும் . 

( 5 ) x < -- 2 ஆக , y கற்பனை மதிப்புப் பெறும் . 
ஆகவே வளையம் , 

2 முதல் , W = 0 வரை இருக்கும் . 
x < -- 2 ஆனால் வளைவரைப் பகுதியில்லை. அமைப்பு பின் 
காட்டப்பட்டிருக்கிறது . 


- 


A B 0 என்ற பரப்பு சுற்றி உருளை ஏற்படுகிறது . 


பருமம் 


= 


1I v de 
ார் 
= [ == * ] 


0 
TI 04 ( x --- 2 ) dir 


0 


-- 


-2 
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உருளைப்பருமங்கள் 


= 


( ( * - * ) ] 


- 


|| 


64 
( 0 +0 ) . 

6 
64 

T 
30 
32 

T. 

15 
22 42 
( 5 ) + 

1 என்ற நீள் 
a ? b2 
ஆதிக்கு வலது பக்கமுள்ள பரப்பு , 
y- அச்சை ஒரு சுற்று சுற்றுகிறது . 
உருளையின் பருமம் 

( 9.2 
காண்க ) . 


வட்டத்தில் ஆய 


B 


யாது . 


b 


AY 

x 


A 


o 


D 


B A B O B என்ற பரப்பு B .B 
என்ற அச்சை சுற்றுகிறது . 


எனவே இங்கு 
நுண் பகுதிப் பருமம் 

182 Ay 


B 


படம் . 15 


b 


பருமம் 


x2 dy . 


|| 


-- 


-b 


b 


( b2 - y ) dy 


- 


b2 


-b 


a2 


X 2 


--- 


b2 


[ { b ? - Y " ) de 
ju 

| 


2Tu2 


3 


3 


* 


4a2 23 


. 


362 
4 

Ta2 3 . 

3 
குறிப்பு .-- இங்கு y -- அச்சை 

அச்சை சுற்றி வரும் 

சுற்றி வரும் உருளைக்கு ஒரு 
எடுத்துக்காட்டு விளக்கப் பட்டிருக்கிறது . நுண்பகுதிப் 
பருமம் = T 2 A. ( 9 • 2 காண்க ) . 
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தொகை நுண்கணிதம் 


பயிற்சிகள் 12 


உருளைப் பருமம் .-- தொகை முறையில் காண்க : 


ஒரு 


வட்டமட்டக் 


1 . ஒரு 

கோளத்தின் பருமமும் , 
கூம்பின் பருமமும் காண்க . 


* = ( 


என்ற 


2. ஆய ஆதி முதல் 

குத்தாயம் 

வரை 
-அச்சுக்கும் y = 4ax- க்கும் இடைப்பட்ட 

பரப்பு , 
x- அச்சை 

முறை சுற்றுகிறது . 

உருளைப் பருமம் 
காண்க . 


22 


y 
3 . 

= 1 என்ற அதிபர வளையத்தின் ஒரு 

b2 
கிளைக்கும் , ( a , 0 ) முதல் x = 1 வரையில் இடைப்பட்ட பரப்பு ,, 
x -- அச்சை ஒரு முறை சுற்றுகிறது . உருளைப் பருமம் 
Tb2 h2 ( 3a --- h ) 

என நிறுவுக . 
3a2 


4. கீழ்க்கண்ட அரை வளையங்கள் x- அச்சை ஒரு முறை 
சுற்றினால் ஏற்படும் உருளைப் பருமங்கள் காண்க : 

( i ) uya 
( ii ) y 

X2 ) . 


- 


= 


12 ( 1 


- 12 


* ( * ) 


5. M N 


- 


( iii ) - 

( l + x 

-- Vy V u -ன் முதல் வட்ட நாற்கூற்றில் 
உள்ள பரப்பு , --அச்சை ஒரு சுற்று சுற்றினால் ஏற்படும் 
உருளையின் பருமம் யாது ? 

6. y = sin x- ன் ஒரு முழுவில் : -அச்சை ஒரு சுற்று சுற்றி 
னால் ஏற்படும் உருளையின் பருமம் என்ன ? 

7. 3 - ! - y = 1 என்ற கோட்டிற்கும் 0 --- 30 என்ற குத்தா 
பத்திற்கும் 

: -அச்சுக்கும் இடைப்பட்ட பரப்பு - அச்சை 
ஒரு சுற்று சுற்றினால் ஏற்படும் உருளையின் பருமம் என்ன ? 
அதே பரப்பு -அச்சை ஒரு சுற்று சுற்றினால் ஏற்படும் உரு 

தளை 
யின் பருமம் என்ன ? 

8. ஒரு கோளத்தின் பகுதி ( வெட்டப்பட்டது ) உயரம் 16 ; 
அதன் வட்டமட்டத்தின் அரைவிட்டம் . அதன் பருமம் 


T 


" " ( 3 + h2 ) என நிறுவுக . 
6 


உருளைப்பருமங்கள் 
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- 


என 


9 : ஒரு அரைக் கோளம் ( அரை விட்டம் a ) அடி வட்ட 
மட்டத்திற்கு ஒரு போகுடைய ஒரு மட்டத்தால் வெட்டப் 
படுகிறது . 

ஒரு பகுதியின் உயரம் : . இரண்டு பகுதிகளும் 
சமீப்பருமம் உடையனவாயின் 13 3aan +3 0 
நிறுவுத . 

10. கீழ்க்கண்ட பரப்பு -அச்சை ஒரு சுற்று சுற்றினால் 
ஏற்படும் உருளைப்பருமம் காண்க : 
( i ) = a ( 0 + sin 9 ) ; y a ( 1 - cos 0 ) ; ஒரு முழுவில் . 

8 
( ii) w = a / Log cot 

a sine, 
2 

t2 
( iii) 

y t 

3 . 
( iv ) y : ( a + x ) = 22 ( 30 - x ) . 


- 


- 


- 


* 


11. r = a ( 1 + cos 9 ) 

என்ற 
கோட்டை 

சுற்று சுற்றினால் 
பருமம் காண்க . 


நெஞ்சுவளை 

முதத் 
ஏற்படும் உருளையின் 


12. 12 


a ? cos 20 என்ற வளை வரையின் ஒரு வளையம் 


T 
( i ) முதற் கோடு ( 3 ) 0 = என்ற கோட்டினைச் சுற்றினால் 

21 
{ ஏற்படும் உருளையின் பருமங்கள் காண்க . 
r = a + b cos G ( a > b ) என்ற 

வளைவரை முதற் 
கோட்டை ஒரு சுற்று சுற்றினால் ஏற்படும் உருளையின் பருமம் 
4 

ra ( a + b2 ) என நிறுவுக . 
3 


13 . 


2 


- 14 . 


+ 


y 
12) 


1 என்ற 


நீள்வட்டம் , 


y- அச்சை 


- 


ஒரு சுற்று சுற்றினால் ஏற்படும் உருளையின் பருமம் என்ன ? 


sin e ) ; y 


-- 


15. w = a ( 0 

= a ( 1 cos 9 ) ன் அரைவில் 
மீப்பெருகுத்தாயத்தை 

ஒரு சுற்று சுற்றினால் ஏற்படும் 
உருளையின் பருமம் Ta3 ( ) என நிறுவுக . 

16. பூ ஜூக்கும் , 22 43 க்கும் இடைப்பட்ட பொதுப் 
பரப்பு , 8 - அச்சை ஒரு சுற்று சுற்றினால் ஏற்படும் பருமம் 
என்ன ? 


* 


- 


I.C. - 10 


பகுதி 13 


உருளைகளின் புறப்பரப்புக்கள் 


கீழ் 


B 


4.3 


13-1 எடுத்துக் காட்டு : 
( 1 ) மையகோணம் a ; 
மட்ட அரைவிட்டம் ; 

உள்ள 
ஒரு கூம்பின் மேற்பரப்பு என்ன . 
( 9 • 14 காண்க ) 

படத்தில் காட்டிய OAB என்ற 
செங்கோண 

முக்கோணம் -X 0 
அச்சை ஒரு 

சுற்றினால் 
கூம்பு கிடைக்கும் . 


சு 


8 


-X 


AT 


சுற்று 


OB- ன் சமன்பாடு y : = x tan d . 


நுண் பகுதிப் பரப்பு = 2 TY AS 

As 

AN 
AN 


= 2TY 


ds 


2 


- 


M1 


1+ 


dy 
dac 


dw 


V1 + tan a 


= sec d . 


à cot a 


ஃ பரப்பு = 2T 


| 


y 


ds 
da 


dx 


0 


a cot d 


- 


2T 


x tan a . sec a dr 


உருளைகளின் புறப்பரப்புக்கள் 
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a cot a 


= ral . 


சாய் 


= 2 T tan a sec a 

2 

0 
= 2 T tan a sec a . alcot2 a 

2 
= Ta2 sec a cot a . 
= ra ? cosec d 
[l . a cosec 

கூம்பின் 
நீளம் ] . 
( 2 ) r = a ( 1 + cos 9) 

நெஞ்சுவளை வரை , தன் 
முதற்கோட்டை ஒருமுறை சுற்றினால் வரும் உருளையின் புறப் 
பரப்பு என்ன ? 
( படம் : 10.21 காண்க ) . 

8 : 0 ; r == 2a 
8 T ; 1 = 
என்ற எல்லைக்குட்பட்டது . 
நுண்தொகைப் புறப்பரப்பு = 2 THA . 


என்ற 


- 


= 21 


de . 


/ * 
VF + ( 4 ) 


போலார் விதிப்படி , 

ds 
do 

d . 
Va2 (1 + cos 6 )2 + a2 sin ? a 
V4a2 cos2 9 

2 


- 


ds 


8 


2a cos 


- 


de 


2 


y = r sin 8 
= a ( 1 + cos 6) sin a 

8 
2 cos2 

2 sin 
2 


e 


8 


- a . 


COS 


. 


2 


2 


a 


9 


= a cos3 


sin 


2 


2 


1.C - 10A 
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தொகை நுண் கணிதம் 


: பரப்பு 


* [ .-- -- " 
----- 


T 


cos5 


32 


5 


32 

Ta2. ( 0 - 1 ) 
5 
32 

Ta2 . 

5 
* ( 3 ) 8 a y = x2 ( 8 – 3 ) என்ற வளை வரையின் ஒரு வளை 
யம் - அச்சை ஒரு சுற்று சுற்றினால் உண்டாகும் உருளை 
யின் புறப்பரப்பு என்ன ? 

வளைய அமைப்பை முதலில் காண்போம் . 

( 1 ) 1 , 9 இரண்டும் இருபடிச் சார்புகளாக உள்ளன . 
ஆகவே வளைவரை , இரு அச்சுக்களுக்கும் சமச் சீர் பெற்றது . 

( 2 ) x = 0 , y = 0 வழியாகவும் ; c = = a , y = 0 வழியாக 
வும் வளைவரை செல்லும் . 

( 3 ) | x . > a ஆனால் , y கற்பனை மதிப்புப் பெறும் . 
ஆகவே வளைவரை , x = a- க்கு வலது பக்கத்திலும் , x = -a க்கு 
இடது பக்கத்திலும் செல்லாது . 
ரண்டு வளையங்கள் , படத்தில் காட்டியபடி , இருக்கும் . 

O A B என்ற 

வளைகோடு , 
X- அச்சை ஒரு சுற்று சுற்றினால் 
வரும் புறப்பரப்பு காண வேண் 

டும் . 
படம் . 16 
நுண்பகுதிப் புறப்பரப்பு 

2THAS 

AS 


B 


- 


2Ty 


27 


- 


dx . 


|s 


. புறப்பரப்பு 


y 

dx 


உருளைகளின் புறப்பரப்புக்கள் 


-- 


ds 
இப்போது , 

காண வேண்டும் . 
da 
8 aº gº 

₹2 (ae - w ) 

dy 
ஃ 16 a y 23 ( a – w ) -- 223 

dac 

= 2x a2 4 3 
dy 

2 23 
dac 

8 a y 


- 


x a2 


- 


ds 


2 


- 


N1 


dx 


x a2 


2 x3 2 


- 


1 + ( * ) 
M1 
M 


1 + 


8 a y 


64 a4 y : - + 22 ( a2 - 222 ) 2 

64 a4 2 


8 ae x2 (a2 - x ) + w ? ( a2 - 2 wo )2 


8 at y 


8 a4 x2-8 a2 x4 + a4 x2-4 x4 a2 + 4x8 


8 day 


VS 
M 


4 06 


12 x4 a2 + 982 a4 


8 ay 


2 23 


3 a2 x 


- 


II 


8 a , y 


a 


( 2 x3 – 3 a2 x ) 


ஃ புறப்பரப்பு 


27 


3 


dx 


8 a2 y 


si 
[ * - * ] 
T [ * - ** ] 


- 


X 


- 2 14 


8 62 


Ta2 


** 
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தொகை நுண் கணிதம் 


குறியை விட்டுவிட்டால் , 


Ta2 


புறப்பரப்பு 


4 


குறிப்பு : எல்லைகளை 0 முதல் 1 வரை 

என்பதற்குப் பதி 
வாக , முதல் 0 வரை எனக்கொண்டால் , பரப்பு 

4 


02 


ஆகும் . 


பொதுவாக , பரப்பு , நீளம் , பருமம் , புறப் பரப்பு 
கழிவெண் குறியோடுவரின் , கழிவெண் குறியை 

குறியை விட்டு 
விடலாம் . 


பயிற்சிகள் 13 


உருளைப் புறப்பரப்பு : தொகை முறையில் காணல் . 


- 


1. பின் குறிப்பிட்ட வளைவரைகள் , அச்சை 
முறை சுற்றினால் ஏற்படும் உருளைகளின் புறப்பரப்பு காண்க : 

( i ) 3 ago M ( w a ) ; ஒரு வளையம் . 
( ii ) 42 = 4 an ; x 0 முதல் = வரை . 

y 
( iii ) + 

1 . 
a2 

b2 


= 


W 


( iv ) y 


- 


W 


- 


; 


C cos h 


C 


0 

முதல் = வரை . 
( v ) x = a ( 6 - sin o ) ; y = a ( 1 - cos 8 ) ; ஒரு முழுவில் . 
( vi ) w == a cost ; y = a sint. 
2. பின் குறிப்பிட்ட வளைவரைகள் முதற் கோட்டை 
ஒரு சுற்று சுற்றினால் ஏற்படும் உருளைகளின் புறப்பரப்பு 
காண்க : 


( i ) " 
( ii ) ? 
( iii ) 1 


2 + cos 0 

cos 20 ( ஒரு வளையம் ) . 
4 + 2 cos 0 . 


22 


3 . 


-- 


= 1 என்ற நீள்வட்டம் , 1 - அச்சை . 


a2 


b2 


புறப்பரப்பு 


ஒரு முறை சுற்றினால் ஏற்படும் உருளையின் 
என்ன ? 


உருளைகளின் புறப் பரப்புக்கள் 
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4. கீழ்க்கண்ட வளைவரைகள் 

குறிப்பிட்ட அச்சுக்களை 
சுற்று சுற்றினால் ஏற்படும் உருளைகளின் புறப்பரப்பு 
காண்க : 


( i) w = $ ( log cot 9 - cos 20 ) ; y = a sin 2 9 . 
அதன் நீளத் தொடுவரையைச் சுற்றுகிறது . 


(ii) x = a ( e – sin e ) ; y = a ( 1 cos G ) ; 
* = Ta என்ற குத்தாயத்தைச் சுற்றுகிறது : 
y = 2a என்ற தொடுவரையைச் சுற்றுகிறது : 

TT 
( iii ) r = a ( 1 + cos 9 ) ; சுற்றும் பகுதி 

2 


8 < * 


TT 


என்ற அச்சைச் சுற்றுகிறது : 


( iv ) y3 = 4 ae என்ற தொடுவளை , x = 0 முதல் , இரட் 
டைக்குத் தாயம் 0 = a வரை இடைப்பட்ட பகுதி ; x = 0 
என்ற தொடுவரையைச் சுற்றுகிறது . 


பகுதி 14 


புவிக் கவர்ச்சி மையம் 

( Centre of gravity ) 


1 * 41 நிலைப் பொருளியிலில் (statics ) பின் கூறப்படும் 
தேற்றம் நிறுவப்பட்டிருக்கும் : 


" m1, mg , ...... mn என்ற பொருண்மைகளின் 
பாருண்மை மையம் 

( x 91 ) , (x2 12 ) , ......... (an , ya ) என்ற 
புவிக் கவர்ச்சி மையம் 
இடங்களில் இருக்குமானால் , அப்பொருண்மைக் கூட்டத்தின் 
பொருண்மை மையம் 

; 
புவிக் கவர்ச்சி மையம் 


13 
Σ m 
r = 1 


Wr 


m 
Σ 
t = 1 


mr 


Σ 


mr gr 


= 


y 

m 
Σ 

mr 

r = 1 
என்ற இடத்தில் இருக்கும் . " 


14-2 இங்கு mg , mg,............ mn என்பவை தனித்தனிப் 

" 
பொருள்களாக விறைப்பாக இணைக்கப்பட்ட 
பொருண்மைக் கூட்டம் . 

அவை 

தனித்தனிப் 


ஆனால் 


புவிக்கவர்ச்சி மையம் 
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பொருண்மைகளாக வல்லாமல் , தொடர்ச்சியான , பரப்பு , 
பருமம் , புறப்பரப்பு , நீளம் உள்ள ஒரே பொருண்மையாக 
விருக்குமானால் , மேற்கூறிய 2 என்பது / ஆன வரையறுத்த 
தொகையாகக் கொள்ளப்படும் . 


குறிப்பு .-- வேறொன்றும் கூறப்படாவிடத்து , 

பொருள் 
களின் செறிவு சமச்செறி வெனவே கொள்ளப்படும் . 


my > 


. 


பு.க. மையம் காணும் முறை . 
ma , mn க்குப் பதிலாக , 

நுண் பகுதிப் 
பொருண்மை Am எனக் கொள்வோம் . அப் பகுதியின் பு.க. 
மையத்தின் ஆயத் தொலைகள் ( 3 , y ) 

எனக் 

கொள்வோம் . 
சென்ற பத்தியில் கூறியபடி , 


= 


Smr xr 
Σ της 


11 


2A m W 
2 Am 


S x dm 

( குறிப்பிட்ட எல்லைகளுக்குள் ) 


S dm 


அவ்வாறே , 

S y dm 
y 

( குறிப்பிட்ட எல்லைகளுக்குள் ) . 
S dm 


சில குறிப்பிட்ட பொருள்களின் நுண்பகுதிப் பொருண்மை 
காணும் விதமும் , பு.க. மையம் காணும் முறையும் : 


P என்பது 

செறிவைக் குறிக்கும் . சமச் , செறி 
வுடைய பொருள்களானால் , P ஒரு மாறிலி . / குறிக்குள் 
p வருமானால் , அதை குறிக்கு வெளியே 

கொண்டுவந்து , 
ஒரு மாறிலியாகக் கொள்ளலாம் . 


P ஒரு 


ஆனால் சில பொருள்களின் செறிவு 

மாறிலியாக 
வல்லாமல் , அதன் ( x , y ) ஆயத் தொலைகளைப் பொருத் 
திருக்கலாம் . அதாவது P = Kf ( x ) என்றோ, P = Kf ( y ) 
என்றோ, P = Kf ( x , y ) என்றோ இருக்கலாம் . அப்போது 
குறிக்குள் P வருமானால் , அதை 

அக்குறிக்குள்ளேயே 
கொண்டு விடை காணவேண்டும் . 
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* = 4 ( 3 ) 


தொகை நுண்கணிதம் 
படத்தில் காட்டப்பட்ட 
பரப்பு ABCD என்பது , y = f ( x ) 
என்ற 

வளைவரைக்கும் X- அச்சுக் 
கும் , x = a , 

b என்ற குத் 
தாயங்களுக்கு இடைப்பட்டது . 


D 


* 


V 


Ax 


AAL 
x = 0 


B 


x = 4 


வளைவரைக் 


DC என்பது 
கோடு ( நீளம் ) . 


படம் . 18 


விவரங்கள் 


புவிக் கவர்ச்சி 
மையம் : ( x , y ) 


14.31 


a 


1. பரப்பு ABCD 
நுண் பகுதிப்பரப்பு AA = yZw 
Am , பொருண்மை = y P / 8 


b 

JeyP de 
* = 

b 
J gP de 


= 


a 


33 


பொருண்மையின் 


பு.க. மையம் x = x 


b 
Iy 

2 
b 


P dac 


A 


y 


y 


= 


I yP de .. 


8 


2. பரப்பு ABCD , x - அச்சை 
ஒரு சுற்று சுற்றினால் பெறப்படும் 
உருளைப் பருமம் . 


b 
fry x P ds 


a 


நுண்பகுதிப் பருமம் = / v = Ty / e 
Am , பொருண்மை = Ty ? PAN 

பொருண்மையின் பு.க : 


b 


Jiy: P ds . 


8 


மையம் . 


x = d 


y = 0 . 


y = 0 ) 


இவ்வுருளையின் பருமம் , 3 - அச் 
சுக்குச் சமச் சீர் பெற்றது . 
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புவிக்கவர்ச்சி 
மையம் : ( x , 9 ) 


h 


/ 2r gw P 


விவரங்கள் . 
3. பரப்பு ABCD , x- அச்சை ஒரு 
சுற்று சுற்றினால் பெறப்படும் உருளை 
யின் புறப்பரப்பு . 
நுண்பகுதிப் புறப்பரப்பு 

AS = 21YAS 
பொருண்மை 

27 JP AS 
பொருண்மையின் 

பு.க. 
மையம் 


a 


ds 
dx 
ds 


b 


j2yP 


da 


Am , 


8 


| dc 


-- 


17 


0 = 0 


y = 0 . 


y = 0 


இவ்வுருளையின் புறப்பரப்பு , 
ஐ - அச்சுக்குச் சமச் சீர் பெற்றது . 


4. வளைவரை நீளம் DC : 
நுண் பகுதி நீளம் A8 


ds 
TxP 

de 
das 
ds 

ds .. 
dx 


b 


Am , 


/ p 


a 


22 


பொருண்மை = PA8 
பொருண்மையின் 
பு.க. மையம் , 


b 


a 


ds 
JyP 

doc 

da 
y = 

ds 
Ꮭ Ꮅ da . 

dx 


b 


- 


8 


குறிப்பு.- மேற்கூறியவற்றில் , P ஒரு மாறிலியாயின் 
( அதாவது சமச் செறிவுடைய பொருளாயின் ) , மேலும் கீழும் 
தோன்றும் P , ஒன்றுக்கொன்று நீக்கிக் கொள்ளும் . 


14.4 


எடுத்துக் காட்டு : 


22 . 


92 


1 .. 


+ 


- 


1 என்ற நீள்வட்டத்தின் முதல் வட்ட 


a2 


62 


நாற்கூற்றின் பரப்புக்கு பு.க. மையம் காண்க . 


- 


நுண் பகுதிப் பொருண்மை = yP AR. 
நுண் பகுதிப் பொருண்மையின் பு.க. மையம் 


W = 0 


g 


y 
2 


156 . 


1 


20 


தொகை நுண்கணிதம் 


8 


Sexy P dx 


* 


8 


Sy P doc 


8 


b 


0 . 


-Na² 


a2 - x2 ds . 


T ab 


4 


4 


b 


x - 1 x 3 [[ae - w " ) 41 


. 


π αό 


a 


0 


4 a 
3T 


y ? 


3 


P da 


* 


2 


Tab 


P 


4 


2 


4 


1 


|s 


( a ? - x2 ) da 


Tab 


2 


8 


b2 


23 


- 


21 
Tab 


( 


aam 


a2 


3 


4a 


= 


4b 
31 


4b 
31 


ஃபு.க. மையம் 


) 


зит 


rab 


இங்கு தலை 


- 


எனக் கொள்ளப்பட்டது ; ஏ னெ 


4 


0 


னில் ஒரு நீள் வட்டத்தின் முழுப் பரப்பு = rab . 

இவ்வாறே , மற்ற கணக்குகளிலும் , கீழெண்ணாகவுள்ள 
வரையறைத் தொகையான பொருண்மை நமக்குத் தெரியு 
மானால் , அதைக் கொள்ளலாம் . 


புவிக்கவர்ச்சி மையம் 


15-7 


Ta2 


எடுத்துக்காட்டாக , 
ஒரு அரை வட்டத்தின் பரப்பு 

2 
ஒரு அரைக் கோளத்தின் பருமம் 3 Ta3; 
ஒரு அரைக் கோளத்தின் புறப்பரப்பு 2 rae ; 
ஒரு கூம்பின் பருமம் + ra 1 . 
போன்றவைகளை நாம் கொள்ளலாம் . 
2 . v = h என்ற இரட்டைக்குத் தாயத்திற்கும் பூ 

4am 
தொடுவளைவுக்கும் டைப்பட்ட பரப்பின் 
பு.க. மையம் காண்க . 

இப்பரப்பு , x- அச்சுக்கு 
சமச் சீர் பெற்றதாதலின் 
= 0 . 

h 
s 2x y P dx 


என்ற 


| 


x = k 


h 
S 2y P dx . 


படம் -19 


மேலும் கீழுமுள்ள 2P , ஒன்றை யொன்று நீக்கிக்கொள்ளும் . 
h 

h 
fey de = Ps2 va va dar 


- 


4Va 1512 

5 


h 


= +[* ] 
4X 
Para vE = 
v = [ ] 


- 


Sy dx 


- 


4Va x3/2 

3 


5 


4Var2 

5 


. 


3 
4Vari 


37 
5 


. 
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தொகை நுண்கணிதம் 


3. உருள்வளை x = a ( 6 – sin 9 ) ; y = a ( 1 - cos 6 ) இதன் 
பரப்பின் பு . க . மையம் காண்க . 


B 


O 


A 


c 


படம் -20 


OA = 2Td 


உருள்வளையின் கூறுபடி , 

O A- ன் மையம் C ஆனால் , C B என்ற குத்தாயத்தை 
யொட்டி , உருள்வளை சமச்சீர் பெற்றது . 


எனவே , 0 என்பதை ஆய ஆதியாகக் கொண்டால் 


x = 00 


= ar . 


21a 


[ * Pas 


y 


- 


Jupaz. 
*** 
f » 50 


2 ள 


27 


27 

da 
de 


1 


Sye 


de = } /* ( 1 


( 1 ) 


cos 8) a ( 1 


cos 8 ) do 


27 


a3 


8 sins 


8 

de 
2 
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27 


= 4a3 


[ sit 


sins 


de 


2 


T 


- 


= 4a3 


fano 

* • 28+[ ; = + ஈடு செய்க 
-w ம் . 


= 16 a3 - 


5. 3 1 
6 - 4 - 2 


. 


DIA 


5Ta3 

2 


-- 


27 


27 

da 
9 de 


de = /- 


al 


1 ( 1 ) 


cos g ) a ( 1 - cos 9 ) </ e 


27 


= a2 


4 


4 sin4 

2 


do 


1/2 


= 16a2 


sin sds 


TT 


. 


3.1 
16 a2 : 

4. 2 


= 


= 3 Ta ? 


ба 


5 ras 
2.3a2 


. 


பு.க. மையம் ஆயத் தொலைகல் 


* = an 


y = 


y 


5a 
6 
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தொகை நுண்கணிதம் 


B 


4. ஒரு அரைக் கோளப் பருமத் 
தின் பு.க. 

மையம் காண்க . அரை 
விட்டம் A. 


. 


O 


O AB என்ற வட்ட நாற்கூறு 
அச்சை சுற்று சுற்றினால் 
அரைக் கோளம் கிடைக்கும் . வட்டத் 
தின் சமன்பாடு 2 + y = ar . -ன் 
எல்லைகள் 0 முதல் A வரை . 

இது ஒரு உருளைப் பருமம் ; இதன் 
பருமம் : T a > ; இதன் பொருண்மை 
| ra * P ; இது --அச்சுக்குச் சமச்சீர் 
பெற்றது ; எனவே y = 0 . 


படம் . 21 


T y® XP do 


tra 


- 


a 


- 


E ) de 


ta . 


* [ + - + i 


- 


3 


- 


. 


2as 


30 


8 


அதாவது ஒரு அரைக் கோளப் பருமத்தின் பு.க. மையம் , 
அதன் மட்ட வடியிலிருந்து , மட்ட வடி மையம் வழியாக 
செங்குத்தாக உயரும் அரை விட்டத்தில் 

உயரத்தில் 

8 
இருக்கும் . 


30 
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5. சென்ற கணக்கில் கொண்ட 

அரைக் கோளத்தின் 
புறப்பரப்பிற்கு பு.க. மையம் காண்க . 


முன் போலவே y = 0 


ds 


dr . P 


dx 


* 


2Ta2 P 


--- 
+/- 4 


dr . 


ds 


இங்கு 


dy 
da 


dic 


N1 + 
N 

(( 
M 


a 


1 + 


y 


* 


g 


2 . 


1 


a 


|| 


- 


da .. 


wg 


a ? 


y 


== [* ] 


0 


* 


அதாவது மட்ட வட்டத்தின் மையத்திலிருந்து செங்குத்தாக 
உயரும் அரை விட்டத்தின் சரிபாதியில் பு.க. மையம் இருக் 


கிறது . 


T ( 1 ) 
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தொகை நுண்கணிதம் 


FE AS / G 


6. a அரை விட்டம் உள்ள ஒரு வட்டத்தில் நடுக்கோ 
ணம் 2a உள்ள ஒரு வட்டப் பகுதி உள்ளது . ( 1 ) அதன் 
பரப்பு , ( 2 ) அதன் 

வளைவரை நீளம் , இவற்றின் பு.க. 
மையம் காண்க . 
1. 0A X B - பரப்பு 
A 

A 
X OAT = d = x OB 
3 - அச்சோடு இப்பரப்பு 

P 
சமச்சீர் பெற்றது . 
ஆகவே பு.க. மையம் 0 X- ல் 0 

N 
இருக்கும் . அதாவது y = 0 
A 

A 
X 0P = 0 ; POQ = 19 
நுண்பகுதிப் பரப்பு POQ 

B 
= h a 10 

படம் . 22 
நுண் பகுதிப் பொருண்மை = , a2 P A 0 
இந்நுண் பகுதியின் பு.க. மையம் 

x = ON = OG cos 9 

2 

a cos G 
3 


3 


- 


2 


y 


NG - 


a sin a 


3 


d 


2a 


, 


a2 . 


cos GP de 


2 


3 


d ) 


1 


32 P del 


2 


l 


2a 


| 


cos e de 


3 


d 


|| 


a 


| 


gao 
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d . 


2 


[ 


Sine 


3 


Cl 


2a 


2a sind 


3a 


y = 0 எனக் கூறப்பட்டது . 
யாகக் காண்போம் . 


ஆனால் இங்கு அதை நேரடி 


1 


2a 
a2 

sin gpde 
3 


2 


_ld 


y 


--- 


a . 


Ju2 Pd O 


2a . 


Sin eds 


3 


- 


d 


* 
- *I-- 1 


a 


2a 


- 


O 


சமச் 


ஆனால் 


என்று 


சீர்ப்பண்பைப் பயன்படுத்தி ỹ 
சொன்னாலே போதுமானது . இவ்வாறு நிறுவிக்காட்டவேண் 
டிய தேவையில்லை . 

T. C .-- 11AL 


2a sin " 
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தொகை நுண்கணிதம் 


சிறப்பு வகைகள் : 


( i ) 


2 


தகடு 


ஆனால் 

அரைவட்ட வடிவத் 
அதன் பு.க. மையம் , 


- கிடைக்கும் . 


ள 


* 
3 .. 

2 


x 
G 


4u 


!/ 


3 


4a 
படத்தில் 0 G = 

37 

T 
- ( ii ) 

எனக் கொண்டால் , ஒருகால் வட்ட வடிவத் 


படம் 23 


d 


- 


தகடு கிடைக்கும் . 


அதன் பு.க. மையம் , 


TT 


2a sin 


4 | 


* 


T 


3 


4 / 2 ts 


8a 
3 V2 T 


37 


4 V2 


படத்தில் 0 G = 


( u . 


B 


3 ள 


O A 


என்பதை 

அச்சாகக் 
கொண்டால் , 

பு.க. மையம் 


() MI 


- 


OG cos 


G 


- 


4 


O 


X 


1 


-- 


402 
3T 


4a 


37 


A 


ள 


MG 


- 


OG sin 


4 
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4u 


3 ள 


- 
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எனவே , 0 A , 0 B என்பவற்றை முறையே x , y -- அச்சாகக் 
கொண்டால் , 


4a 


| 


. பு . க . 


மையம் 


* 


37 


* 


4a 


37 


( 2 ) இப்போது மையக் கோணம் 20 உள்ள வளைவரைக் 
கம்பி AB- ன் பு . க . மையம் காண்போம் . 

B 


3 


A 
XOP 


கா 


6 . 


A 


POO 


28 


P 


- 


119 . 


XX| 


Z XOB 


EXOAL 


NE 


நுண்பகுதி நீளம் = PQ . 


-- 


a /10 
நுண்பகுதிப் பொருண்மை 


aP / G 


- 


A 
படம் 25 


அப்பகுதியின் பு.க. மையம் , 
ON 

a cos 8 . 
NG y 

a sill 6 . 


--- 


- 


ஆனால் சமச் சீர்ப்பண்பால் - 


| 


ſ a . P 

a . a cos 9.P.de 


C 


JaPd o 


C 


d 


= 


a [sin e ] 


d 


2d 


a sin a 


166 


தொகை நுண்கணிதம் 


சிறப்பு வகைகள் : 

ள 
( i ) a ஆனால் ஒரு அரைவட்டக் கம்பி பெறப்படும் . 

2 


- 


B 


a sin 


2 


அதன் பு.க. மையம் 


* 


T 
2 


2 


0 


X 


TT 


G 


படத்தில் , AXB வடிவமுள்ள அரை 
வட்டக் கம்பியின் பு . க . மையம் G. 

2a 
OG 


A 

படம் 26 


2 


T 
( ii ) 

4 ஆனால் , 

, ஒரு கால் வட்ட வடிவமுள்ள கம்பி 
யின் பு . க . மையம் கிடைக்கும் . 


a sin 


TT 
4 


X 


TT 
4 ) 


4a 


BB 


TV2 


242 


T 


X 


G 


202 ) 
படத்தில் OG = 


x 
ரு 
, 


d . 


T 


இப்போது OA , OB 

என்பவற்றை 
முறையே 3 , / -அச்சுகளாகக்கொண்டால் , 

T 
X = ON 


படம் .27 


OG cos 


2a 


T 


y 


NG 


- 


OG sin 

4 
24 


TT 


புவிக்கவர்ச்சி மையம் . 
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14:41 ( 7 ) இப்போது P என்ற செறிவு ஒரு மாறிலியாக 
வல்லாமல் , 

ஒரு மாறியாக இருக்கும்போது , பு.க. மையம் 
காணும் வகையை சில எடுத்துக்காட்டுகளால் விளக்குவோம் : 


ஒரு அரை வட்டப் பரப்பில் , செறிவு , ஒவ்வோர் இடத் , 
திலும் வரம்பு விட்டத்திலிருந்து உள்ள தூரத்திற்குத் தகவுப் 
பொருத்தமுடைய தாயுள்ளது . அவ்வரை வட்டப் பரப்பின் 
பு.க. மையம் காண்க . 


. 


Y 


S 

R 


YY1 - வரம்பு விட்டம் . இப்போது 
PQRS என்ற ஒரு நுண்பகுதிப் பரப்பை 
எடுத்துக் கொண்டால் , அதிலுள்ள ஒவ் 

சி பகுதியும் , YY1 லிருந்து 
X- தூரத்தில் உள்ளது . 


வொரு 


சிறு 


9 


X 


8 


AX 


இப்பகுதி நுண் பரப்பு 23 / 8. இப் 
பகுதியில் 

Kx ( K - 

ஒரு 
மாறிலி) 


செறிவு 


- 


நுண் பகுதிப் 

பொருண்மை 
== 2y Ka / 3. இப்பகுதிப் பொருண்மையின் 
பு.க. மையம் , 


y 


P 


- 


படம் . 28 


W -- 0 . 


y = 0 . 


மேலும் 0 X க்குச் சமச் சீர் பெற்றிருக்கு மாதலால் , y = 0 
எனவே கொள்ளலாம் . 


+ 2 = g kir da 
i 2ny Kia . 
iry in 


D 


/ ey de 


உருவத்தின் சமன்பாடு x2 + y = x2 


1.68 


தொகை நுண்கணிதம் 


y = Vaa 


22 


8 


S x² Na² 
0 


x2 dw 


Tx Vaa -- x2 div 


0 


x = a sin 9 ஈடு செய்தால் , 


() 


Tae sin 2 G cos2 e de 


0 


1/2 
72 as sin e cos? 6 d e 


a . 


. 


] 


1 
4 
1 


2 


2 


1 


3 


. 


1 


За п 


16 


- 0 . 


9 


எனவே OX ன் மேல் , 


G இருக்கும் ; OG 


- 


3ar 
16 


d 


* 


மற்றோர் எடுத்துக்காட்டு : 
அரைவிட்டமுள்ள ஒரு 

அரைக் 
கோளம் . அதன் செறிவு , 

அடிமட்ட 
வட்டத்தி லிருந்துள்ள தூரத்தின் இரு 
படிக்குத் தகவுப் பொருத்தமுடையது . 
அதன் பு.க. மையம் காண்க . 
வட்டநாற் கூறுபகுதி XOY , x- அச்சை 

X 
ஒரு சுற்று சுற்றினால் அரைபக்கோளம் 
பெறப்படும் . 

படம் - 29 
நுண் பகுதிப் பருமம் = TN 
நுண் பகுதிப் பொருண்மை == Ty : kar flac 
சமச் சீர்ப் பண்புப்படி , பு.க. மையம் () X- ன் மேல் இருக்கும் . 


ΔΧ 


ஆகவே 


0 . 


நுண் பகுதிப் பொருண்மையின் பு.க. மையத்தின் -ஆயத் 


தொலை 


= 3 . 


புவிக்கவர்ச்சி மையம் 
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j Tez ye k de 


க 


S TTx y2 k dx 


| 0 


2 . 


s x3y² dx 


O 


ப 


3 


S x²y² dx 


S x3 (a² - x² ) dx 


O 


// 


8 


fo 
fm ( a? - x2 ) dw 


0 


06 


as 
6 


4 


|| 


05 
3 


a5 
5 


5a 
8 


அதாவது பு.க. மையம் , அடிமட்ட வட்டத்தின் மையத்தி 
லிருந்து செங்குத்தாக உயரும் அரைவிட்டத்தில் 

50 

தூரத் 

8 
தில் இருக்கும் . 


N 


பயிற்சிகள் 14 


மையம் 


புவிக்கவர்ச்சி மையம் 
1. கீழ்க்கண்ட பரப்புக்களின் புவிக்கவர்ச்சி 
காண்க . ( வேறொன்றும் கூறப்படாவிடத்து , செறிவு சமச் 
செறிவெனக் கொள்க . ) 

( i ) x2 / 3 + y2 / 3 13 ல் முதல் நாற் கூற்றுப் பரப்பு . 

( ii ) y ? 40 ; x2 = 4y இரண்டிற்கும் இடைப்பட்ட 
பொதுப்பரப்பு . 


- 


170 ) 


தொகை நுண்கணிதம் 


- 


( iii ) ya ( a + x ) M (a - a ) ; ஒரு வளையம் . 
( iv ) 1 = a ( 1 + cos 6 ) . 


( v ) a cos 20 ( ஒரு வளையம் ) . 
( vi ) Vw + Vy = Va ன் முதல் நாற்கூற்றுப் பரப்பு . 
(vii) y == sin x ன் ஒரு வில் பரப்பு .. 
( viii) y = x3 ; 1 - அச்சு ; y = 1 வைகளுக்கிடைப்பட்ட 
பரப்பு . 


y 


- 


1 ; 


0 ; 


- 


2. கீழ்க்கண்ட உருளைப் பருமங்களின் 

பு.க. மையம் 
காண்க . ( சுமச் செறிவுடையன . ) 

82 
( i ) 
a2 

x = a இவைகளின் இடைப் 
பட்ட பரப்பு x- அச்சைச் சுற்றிவரும் உருளை . 

T 
( ii) y = a sin x ; 

இவைகளின் இமை 

டைப் 

2 
பட்ட பரப்பு x- அச்சைச் சுற்றிவரும் உருளை . 

( iii ) ஒரு வட்டம் ; ஒரு தொடுவரையைச் சுற்றிவரும் 
உருளை . 


V = 


0 ; 


* == 


r = u ( 1 + cos 9 ) ; 


முதற்கோட்டைச் சுற்றிவரும் 


( iv ) 
உருளை . 


மையம் 


3. கீழ்க்கண்ட உருளைகளின் புறப்பரப்பு , பு.க. 
காண்க . ( சமச் செறிவுடையன . ) 


2ax ; 


0 ; 


0 = 


- 


W 


- 


a 


( i ) | 

இடைப்பட்ட பரப்பு 
- அச்சை ஒரு சுற்று சுற்றுகிறது . 

( ii ) 1 = a ( 1 + cos 6 ) : முதற் கோட்டை ஒரு சுற்று 
சுற்றுகிறது . 
( iii ) w = a (6- sin 9 ) ; 4 = a 

( cos 9 ) ; 

y- அச்சை 
ஒரு சுற்று சுற்றுகிறது . 


4 . அரைவிட்டத் தகட்டின் செறிவு, விட்டத்தி 
லிருந்து உள்ள தூரத்திற்குத் தகவுப் பொருத்தமுடையது . 
அதன் பு . க . மையம் காண்க . 


புவிக்கவர்ச்சி மையம் 
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5 


5. அடிமட்ட அரைவிட்டம் a , உயரம் 1 உள்ள 

ஒரு 
கூம் பின் புறப்பரப்பு ; செறிவு கூம்பின் 

உச்சியிலிருந்து 
உள்ள தூரத்திற்குத் தகவுப் பொருத்தமுடையது . அப் 
பரப்பின் பு . க . மையம் காண்க . 


. 


.6 . 2a விட்டமுள்ள ஒரு வட்டத் தகடு ; செறிவு ஒரு 
குறிப்பிட்ட தொடுவரையிலிருந்துள்ள தூரத்திற்குத் தகவுப் 
பொருத்தம் உடையது . அதன் பு.க. மையம் , குறிப்பிட்ட 

ба 
தொடுவரையிலிருந்து 

தூரம் உள்ளதென நிறுவுக . 
4 


பகுதி 15 


நிலை நெம்புத் திறன் ( நி.நெ.தி. ) 

( Moment of Inertia ) 
15.1 நிலை நெம்புத் திறன் : வரையறை : 

m பொருண்மையுள்ள ஒரு நுண்பொருள் ஒரு கொடுக்கப் 
பட்ட நேர்க்கோட்டிலிருந்து 1 தூரம் இருக்குமானால் , அக் 
கோட்டையொட்டி , அந்நுண்பொருளின் நி.நெ. தி . 
என்பது வரையறை . 


mr2 


ml , ma .. 

என்ற பொருண்மையுள்ள நுண் 
பொருள்கள் ஒரு கொடுக்கப்பட்ட நேர்க்கோட்டிலிருந்து 
முறையே F1 , 12 , 

தூரம் இருக்குமானால் , 
அக்கோட்டையொட்டி , அந்நுண்பொருள் கூட்டத்தின் 
நி.நெ.தி. 
mr2 + mgry : + 

2 mr2 


துக் 


நுண் 


பல நுண்பொருள்கள் கூட்டமாகிய ஒரு பொருளை யெடுத் 

கொண்டால் , 2 mr2 ஒரு வரையறைப்பட்ட தொகை 
யாகும் (Definite integral ). AM ஒரு 

பகுதிப் 
பொருண்மையானால் 3 mr2 = 3 / Mr2 

/ redM 
( உரிய எல்லைகளுக்குட்பட்டது ) 
எனவே 

fred M ( உரிய எல்லைகளுக்குட்பட்டது ) 
அக்கோட்டையொட்டி , அப்பொருளின் நி.நெ. தி . ஆகும் . 
15.2 பொதுவாக , 

0 X என்ற ஒரு குறிப்பிட்ட அச்சை 
யொட்டி , M என்ற பொருண்மையின் நி.நெ.தி. M K2 எனக் 
கூறப்படும் . K என்பது அவ்வச்சையொட்டி , அப்பொருளின் 
சுழற்சி அரைவிட்டம் (radius of gyration ) எனக் கூறப்படும் . 


நிலை நெம்புத் திறன் 
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சில குறிப்பிட்ட பொருள்களின் நி.நெ.தி. காண்பதற்கு 
முன்பாக , சில பொதுத் தேற்றங்கள் அறிதல் பயனுடைத் 
தாகும் . 


15.3 செங்குத்தச்சுகள் தேற்றம் ( Theorem of Perpendicnlar 
ares ) : 


கள் . 


XI 


A 


B 


A B CD என்ற தகட்டின் மட்டத் 
தின் ) என்ற ஒரு புள்ளி உள்ளது . 
OX , O Y என்பவை , அதே மட்டத்தி 
லுள்ள இரண்டு நேர்க்கோண அச்சு 

왕 
0 வழியாக அம்மட்டத்திற் 
குச் செங்குத்தாக 0Z என ஒரு 
அச்சு உயர்த்தப்படுகிறது . ( படத் 
தில் 07 காட்டப்படவில்லை . ) 

படம் .30 
OX , OY ஒட்டி , அத்தகட்டின் நி.நெ. திறன்கள் முறையே 
Ix , 1y ஆனால் , 07 ஒட்டி அத்தகட்டின் நி.நெ.தி. 1 : + Iy 
என்பது தேற்றம் . 

தெரிப்பு : P ( x , y ) என்ற இடத்திலுள்ள ஒரு 
பகுதிப் பொருண்மை / M எனக் கொள்க . 

OX - ஒட்டி , / M- ன் நி.நெ. தி . == / M • y : 
0Y - ஒட்டி , { \ M- ன் நி.நெ.தி. = / M • x2 
OX - ஒட்டி முழுத்தகட்டின் நி.நெ.தி. 

= எல்லை 2AM . y ? 

AM - 0 
= / y d M ( உரிய எல்லைகளுக்குள் ) 


நுண் 


- 


க 


1 


- 


அவ்வாறே , 
OY / ஒட்டி முழுத் தகட்டின் நி.நெ.தி. 

JmM ( உரிய எல்லைகளுக்குள் ) 

Iy : 
0Z - ஒட்டி முழுத் தகட்டின் நி.நெ.தி. 

எல்லை SAMOP2 

AM -- 0 
= / ( x2 + y ? ) d M ( உரிய எல்லைகளுக்குள் ) 
= Iy + I 
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தொகை நுண்கணிதம் 


15-4 தேற்றம் : ஒருபோகு அச்சுத்தேற்றம் ( Theorem of Parallel 
ixes ) : 

M. பொருண்மையுள்ள ஒரு பொருளின் பு . க . மையம் 
G : GX- ஒட்டி 

அப்பொருளின் நி . நெ . தி . G.0 என்ற 
மற்றோர் புள்ளியின் 

வழியாக 0X . என்ற அச்சு GX 
அச்சுக்கு ஒரு போகுடைத்து . GX , OX1 இரண்டிற்கும் 
இடைப்பட்ட 

அப்படியானால் 0X ; -- ஒட்டி , 
அப்பொருளின் நி . நெ . தி . = Gy + Md2 என்பது தேற்றம் . 


தூரம் 


Y , 


P (AM ) 


A 


G 


X 


O 


Xi 


படம் .3 | 


இத்தேற்றத்தை , 
பொருத்திக்காட்டுவோம் . 
பொருந்தும் . 


தகட்டிற்கு உண்மையென்று 
அதுவே 

மற்றவைக்கும் 


படத்தில் காட்டியபடி , GX , GY ; 0X , 0Y 

என்ற 
ஒருபோகு அச்சுகள் உள்ளன . 
ஒரு நுண் பகுதிப் பொருண்மை / M , P என்ற இடத்தில் 

ABC. ஒரு தகடு . 
GX , GY என்ற அச்சமைப்பில் P- ன் 

P- ன் ஆயத் தொலைகள் 
( x , - y ) . 


ள்ளது . 


OX ,, 0Y , என்ற அச்சமைப்பில் P- ன் ஆயத் தொலைகள் 
( x , y ) ; அதே அச்சமைப்பில் G- ன் ஆயத்தொலைகள் ( a , 3 ) . 


B என்பது 

வெளிப்படை . 
இங்கு , X = x + c 

Y = y + s . ) 


0X , - அச்சையொட்டி , / M- ன் நி . நெ . தி . 


AMY2 


/ M ( 3 + 3 ) 


| 
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1175 


எனவே 03 , 


-- 


அச்சை 

யொட்டி 


முழுத்தகட்டின் 


நி . நெ.தி. 


- 


எல்லை E / M ( y + B ) 2 


ZM 


எல்லை 3 / M ( y . -- 2sy + 82 ) 


AM 
எல்லை 
/ M. 


EAM • y ? -- 262 / My 


+ b AM ] 


Jy : d M + 2 /3 / yd M - + $ 2 / dM 
( உரிய எல்லைகளுக்குள் ) , 
Syed M 

G- ஒட்டி , முழுத்தகட்டின் நி . நெ . தி 

Gx . 
$ 2 / d M 

M 82 


- 


- 


- 


M d2 . 


* 


+ 


-- 


0 . 


இப்போது ydM = 0 என நிறுவுவோம் . 

Gx , Gy --- அச்சமைப்பையொட்டி அப்பொருளின் பு . க . 
மையம் 

S xdM 
IdM 
SydM 

( உரிய எல்லைகளுக்குள் ) 

SdM 
ஆனால் Ge , Gy - அச்சமைப்பில் , G 

யே , ஆதியானபடியால் 
0 ; y = ) 
.. Syd M 
ஆகவே , 081 - ஓட்டி முழுத்தக்கட்டின் நி . நெ . தி . 

SydM + B2 SIM 
Gx + Md2 

( 3 = d ) 
15.41 கிளைத்தேற்றம் : ஒரு அச்சையொட்டி , ஒரு பொருளின் 
நி . நெ . தி . அவ்வச்சு , பு . க . மையத்தினூடே செல்லும் 
போது மீச் சிறுமதிப்பு ( Minimum Valle ) பெறுகிறது . 

முக்கிய குறிப்பு : இத் தேற்றம் ஏதா மிரு , ஒரு போகு 
அச்சுகளையிணைப்பதன்று ; பு . க . மையத்தினூடே போகும் 
அச்சையும் , அதற்கு ஒரு போகுடைய 

போகுடைய மற்றொரு அச் 
சையும் இணைப்பதாகும் . 


- 
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செறிவு 


என்பது 


15.5 சில திட்டமான பொருள்களின் நி.நெ.தி. அளவைகள் : 

வேறொன்றும் கூறப்படாவிடத்து , பொருள்கள் ஒரு சீரு 
டையனவெனவும் ( homogeneous ) , அப்பொருள்களின் 
( densits ) 

ஒரு செறிவுடைத்தெனவும் கொள்க . 
P என்னும் குறி ( ரோ ) செறிவைக்குறிக்கும் . 

என்பது 
நி.நெ.தி. அளவைக்குறிக்கும் . I = Mk2 
எப்போதும் பொருத்தமானது . I ( OA ) எனில் 0A என்ற 
அச்சையொட்டிய நி.நெ. தி . அளவாம் . 

எடுத்துக்காட்டுகள் : 
1. ஒரு நேர்க்கம்பி நீளம் 

பொருண்மை M. 
அச்சு ( i ) 

( i ) கம்பியின் மையத்தின் வழியாகக் கம்பிக்குச் 
செங்குத்தானது ( ii ) கம்பியின் 

Y 

Y 
ஒருமுனை வழியாகக் 

கம்பிக்குச் 
செங்குத்தானது . அவ்விரண்டு 
அச்சுக்களை யொட்டி நி.நெ.தி. 

+ H 
காண்க . 


20 ; 


AX 


A 


X 


3 


PO 


( i ) AB 


20 ; 


0 ; 


- 


என்ற 

கம்பியின் 
நீளம் மையம் 

LLB . 32 

ஒரு 
முனை A ; 0y , 

மையம் வழியாகக் கம்பிக்குச் செங் 
குத்தான அச்சு ; AY , , 

அச்சு ; AY ) , ஒரு முனை A வழியாகக் கம்பிக்கு 
செங்குத்தான அச்சு . 
OP 

எனக் 

கொள்க . அங்கு PQ = Ax அக் 
கம்பியின் நுண்பகுதி . செறிவு எனக்கொண்டால் M = 2ap 

ஒரு நுண்பகுதி PQ ன் பொருண்மை . P / e . அப்பகுதி 04 
லிருந்து - தூரத்திலிருக்கிறது . எனவே அப்பகுதியின் 
நி.நெ.தி. oy- ஒட்டி , 

= P lex2 
. முழுக்கம்பியின் நி.நெ.தி. எல்லை SPAa.x2 

// 


a 


Jpa 2da: 


2pa3 

3 


( 3 ) 


M 
20 


3 
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Ma? 

( oy - ஒட்டி நி.நெ.தி ) ( i ) 

3 
( ii ) A P 

-- x எனக் கொள்க . 


Ay அச்சையொட்டி , Ac P ன் நி.நெ.தி. 
As P • 32. மொத்த நி . நெ . தி . = எல்லை P / e 


2a 


/ 


- 


- 


m2 da 


843 


p . 


3 


M 


8a3 


2a 


3 


4 Mal 


( Ay - 4 ஒட்டி நி . நெ . தி ) ( ii ) 


3 


குறிப்பு. ஒரு போகு 

அச்சுத் தேற்றத்தைக்கொண்டு 
Ay1 - அச்சையொட்டிய நி.நெ.தி. காணலாம் . 0y 
பு . க . மையம் வழியாகச் செல்லும் அச்சு ; Ay : - அதற்கு 
ஒருபோகுடைய மற்றோர் அச்சு ; இரண்டு அச்சுக்களுக்கும் 
டையிலுள்ள தூரம் 

Ao 


. I [Ayl ] = [ [oy] + Ma ? 

Maa 

+ Ma2 
3 


- 


4 Ma2 


3 


2. 2a , 26 பக்கங்கள் உள்ள ஒரு நீண்ட சதுரத்தின் 
பொருண்மை M கீழ்க்கண்ட அச்சுக்களையொட்டி , அதின் 
நி . நெ . தி . காண்க : 


G- அந்த நீண்ட சதுரத்தின் பு . க . மையம் . 

( i) Ga || பக்கம் 20 
( ii ) Gy || பக்கம் 26 . 
I.C .-- 12 
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YY 


Aa 


XI 


24 


( iii ) G2 நீண்ட சதுர மட்டத்திற்குச் செங்குத்தானது . 
P C ( i ) 2b என்ற பக்கத்திற்கு ஒரு 

போகுடையதாக , அந் நீண்ட சது 
வ 

ரத்தை P Q போன்ற நுண் பகுதி 
IG 

களாகப் பிரிக்கவும் . ஒவ்வொரு 
நுண் பகுதியும் / M பொருண்மை 

யுடையது . Go - ஒட்டி , / M ன் நி . 
20 

நெ . தி . 
A B 

; ஏனெனில் Ge , 

3 
படம் .33 PQ ன் பு.க. மையத்தின் வழியாக , 
அதன் மட்டத்தில் 

மட்டத்தில் செங்குத்தாகச் செல்லும் ஒரு அச்சு . 
எடுத்துக்காட்டு ( 15.5 ) 1 ( i ) ன்படி , அதன் நி . நெ . தி . / M 


- 


AM.I 


3 


. 


எனவே , அம்முழு நீண்ட சதுரப்பரப்பிற்கும் Go - ஒட்டிய 

b2 
நி . நெ . தி . 

ΔΜ 
AM -- 0 

3 


எல்லை 


Mb2 


2 ( i ) 


3 


Maa 


( ii) அவ்வாறே GY- ஓட்டி நி.நெ.தி. 


2 ( ii ) 


3 


என்ற 


இங்கு 2a 

பக்கத்திற்கு ஒருபோகுடைய தாக , 
அந் நீண்ட சதுரத்தை Pl Q 

பகுதி 
களாகப் பிரித்து முன் காட்டியபடி விடை பெறவும் . 


போன்ற 


நுண் 


( iii) செங்குத்தச்சுகள் தேற்றத்தின்படி , 


- 


I 
( G Z ) 


I + 
( GX ) 


1 
( GY ) 


b2 


a2 


M : 


+ M. 


3 


31 


= x ( *** ) 


2 (iii ) 
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3. ஒரு வட்டவடிவக்கம்பி ; அரைவிட்டம் ; பொருண்மை 

கீழ்க்கண்ட அச்சுக்களை யொட்டி , நி . 
காண்க . 


M ; 


நெ . 


. 


. 


ea 


P 


48 


. 


X 


B 


a 


( i) ஏதாமொரு விட்டம் 

( அம்மட்டத்திலேயே ) 
( ii ) ஏதாமொரு தொடுவரை 

( அம்மட்டத்திலேயே ) 
( iii ) மையம் வழியாக , வட்ட 

மட்டத்திற்குச் செங்குத் 

தாகச் செல்லும் ஒரு அச்சு . 
( iii) கண் டால் , ( i ) - ம் ( ii ) - ம் 
பெறலாம் : 


படம் . 34 . 


. 


உடனடியாகப் 


மையம் 


C வழியாக , வட்டமட்டத்திற்கு ( அதாவது 
காகித மட்டத்திற்கு ) செங்குத்தாக CZ என்ற அச்சு உயர் 
கிறது . ( படத்தில் C Z காட்டப்படவில்லை ; 

கற்பனை செய்து 
கொள்க ) . 


P Q என்ற ஒரு நுண்பகுதி வில் நீளம் a /18 ( அதாவது 
கோணம் Q CP = / 0 எனக்கொள்க ) . அந்த நுண்பகுதியின் 
பொருண்மை == a / 9P அப்பகுதி 07 லிருந்து 4 தூரத்தி 
லுள்ளது . அவ்வாறே , P Q போன்ற சிறு விற்பகுதிகள் யாவும் 

தூரத்தில் உள்ளன . 


a 


நுண்பகுதிக்குரிய நி . நெ . தி . == a / ep . a2 
, முழு நி . நெ . தி . எல்லை 23/8. 

A9-0 


--- 


a3 pde. 


. 


0 


வள 3 p .. 


2 rap 


-- 


ஆனால் M 
. நி . நெ . தி . 


= 


27a3 . M 


2 ளன 


Maa 


- 


3 ( iii ) 


I.C - 12A 


180 | 


தொகை நுண்கணிதம் 


. MK2 


( i) அறிய , ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தான இரண்டு 
விட்டங்கள் , வட்டமட்டத்தில் கொண்டால் , ஒவ்வொரு 
விட்டத்தையொட்டிய நி . நெ . தி , Mk2 , Mk2 ஆக இருக்கும் 
( சமச்சீர்த்தன்மையால் ) 
செங்குத்தச்சுகள் தேற்றபடி , 
MK2 + MK2 Maa 
Mal 

3 ( i ) 

2 
வட்டமட்டத்தில் ஒருவிட்டத்தை 

யொட்டிய 
Maa 
நி . நெ . தி . 

2 
( ii ) BT என்ற தொடுவரை , CY என்ற விட்டத்தோடு 
ஒருபோகுடையது . 
СВ 

Maa 
CY-- ஒட்டிய நி . நெ . தி . 

2 


T 


. ஒருபோகு அச்சுக்கள் தேற்றப்படி , 

Ma2 
I ( B ) 

+ Ma2 
2 


3 ( ii ) 


- 


3Maa 

2 
( i ) ஐ நேரடியாகவும் பின் வருமுறையில் காணலாம் : 

PQ = a / 0P என்ற நுண்பகுதிப் பொருண்மை 
AB 

விட்டத்திலிருந்து a sin 0 தூரத்திலுள்ளது . 
எனவே AB - ஒட்டி , 
அந்த நுண் பகுதியின் , 

நி . நெ . தி . a A0p . u2 sil26 


என்ற 


வட்டக்கம்பியின் நி . நெ . தி . 


Σ u3 Aepsill ? 9 
எல்லை 18 

2 
I [ 3psin ? e de 
/ 


P 


" 


0 


Ae 


3. M 


A 


B 


2ma 
2 


Maa 
2 


1 ( i ) 


படம் .35 
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( 4 ) ஒரு வட்டத் தகட்டின் அரைவிட்டம் a ; பொருண் 
மை M ; AB 

விட்டத்தையொட்டி , நி . நெ . தி . 
காண்க . 


என்ற 


5 


. 


P 


உடைய 


* 


S 


P Q சான்ற இரட்டைக் குத் 
தாயம் 29 நீளம் ; x அகலம் 

ஒரு நுண்பகுதி அங்கு 
எடுத்துக்கொள்க, 
நுண்பகுதிப் பரப்பு 2yaa . 
பகுதிப் 

பொருண்மை 

= 2y asp 


C 


B 


X 


9 


நுண் 


வ . 


M 


raap . 


படம் . 35 


சிறு 


- 


- 


PQ என்பதை 

கம்பியெனக் கொண்டால் , 

02 
AB- ஒட்டி , அதன் நி : நெ . தி . 

29Ap 

3 

23 
. முழு நி . நெ . தி 

PAX 

3 
AW 


= 


எல்லை 


a pagar dir 


சமன்பாடு 


CX , OY அச்சமைப்பில் , வட்டத்தின் 

2 + y a2 

2 
.. நி . நெ . தி P / ( a2 -- x ) * ds 

3 


aal 


3 
2 


* Pj (e- * 


x2 ) 


dx 


[திர 


இரட்டைப் படைச் 
சார்புத் தொகை . 


w = ll sin 0 என ஈடு செய்ய , 

4 

T 2 

/ 
நி . நெ . தி . P a./ cos4 a d6 

() 


|| 


4 


M 


3. 1 


TT 


3 


T 2 


4 - 2 


2 


M a2 


( 4 ) 


4 . 


Maa 


சமச்சீர்த்தன்மையில் , 


CY - ஒட்டி 


நி . நெ . தி . 


4 


ஆகும் . 
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- 
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எனவே C வழியாக வட்டமட்டத்திற்குச் செங்குத்தாக 
ஒரு அச்சு , CZ என உயர்த்தினால் , CZ ஐ யொட்டி , 


1 


. 


வட்டத் தகட்டின் நி . நெ . தி 


Ma ? Maa 

+ 
4 

4 


- 


M a2 


- 


2 


| 


12 


5. 


1 என்ற 


ஒரு நீள் 


P 


+ 

சமன்பாடுடைய 
(2 b2 
வட்டத் தகடு 

உள்ளது ; 

அதன் பொருண்மை M. ஆய 
அச்சுக்களையொட்டி , அத்தகட்டின் 
நி . நெ . தி . காண்க . 

PQ என்ற இரட்டைக் குத்தாயம் 
2y ; 

Ax அகலமுள்ள ஒரு 
பகுதி அங்கு எடுத்துக்கொள்க . 
நுண்பகுதிப்பரப்பு 2y1C 

நுண்பகுதிப் பொருண்மை 
படம் .37 

2g A c P 
M = Tab p . 


ஒரு நுண் 


| AX ) 


X 


- 


( 4 ) -ல் கண்டபடி , 0X 
நி . நெ . தி . = 

எல்லை 


ஒட்டி , அந்த நுண்பகுதியின் 
293 

Acp . 
3 


0 


fa 





p dr . 


-20 

* 
இங்கு முரி - * - * 


- 


ஃ OX - ஒட்டி நி . நெ . தி == ? P 


|so 

( a2 - x2 ) 2 dar 


* 


** - 


நிலை நெம்புத்திறன் 
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» = a sine என ஈடு செய்ய , 


7 


4 


2 
at cost o do 


நி . நெ . தி . 


13 
p 

a3 


3 


0 


- 


4 M 

.13a . 

3.1 
3 παν 

4 - 2 2 
Mb2 

( 5 ) 
4 

Maa 
அவ்வாறே OY - ஒட்டி நி . நெ . தி . 

4 
மேலும் , 0Z என ஒரு அச்சு , 0 வழியாக , நீள் வட்டமட்ட 
த்திற்குச் செங்குத்தாக உயருமானால் , 

a - 62 
07 - ஒட்டி நி . நெ . தி . M 

4 


உருளைப்பருவங்கள் : 

6 . ஒரு கோளத்தின் அரைவிட்டம் a ; பொருண்மை M. 
அதன் ஏதாமொரு விட்டத்தையொட்டி , நி . நெ . தி . 
காண்க . 


- 


ஒரு 


x2 + y 

a2 என்ற அரைவட்டம் , 
X அச்சை 

சுற்று சுற்றினால் 
கோளம் , ( a அரை விட்டமுடை 
யது ) பெறப்படும் . 

ஒரு நுண்பகுதிப் பருமம் 
= 1 ye Aa . நுண்பகுதிப் பொருண்மை 
எ y / P. 


A 


இதில் 


-- படம் .38 


- 


M. 


T 3 P. 


3 

விட்டம் , மொத்தமுள்ள 
ந்த நுண் பகுதி 1 அரை விட்டம் , Am 

மெல்லிய வட்டத்தகடு . AB என்ற 
ஒரு 

விட்டம் , அம் 
மெல்லிய வட்டத் தகட்டின் மையம் 

வழியாக , 

அவ் 
வட்ட மட்டத்திற்குச் செங்குத்தாகவிருக்கும் 

ஒரு அச்சு . 
எனவே , அந்த நுண்பகுதிப் பொருண்மைக்கு , 
AB - ஒட்டி நி . நெ . தி = my / Px 

2 
[ வட்டத்தகடு நி . நெ . தி . ( 4 ) ] 


- 


1 


( 
184 
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எல்லை 
ஃ முழு நி . நெ .. தி . 

Try 
Ax 

PAe . 

2 
44 dr . 

x ) da . 
2 
= Tp 

2a2 x2 + x4 ) dw 


ஈ 


8 


= TP . 


8 
15 


a5 


TT..M 
* ra3 


8 
15 


Q5 


. 


2 Ma2 

5 


( 6 ) 


7 . ஒரு வட்டக்கூம்பு ; அடிமட்ட அரை விட்டம் a ; 
உயரம் 1 ; பொருண்மை m . 

அச்சையொட்டிய 
நி . நெ . தி . காண்க . 


அதன் 


y 


B 


படத்தில் காட்டப்பட்ட OA.B என்ற 
நேர்க் கோண முக்கோணம் , 0X- அச்சை 
ஒருமுறை சுற்றினால் , நாம் வேண்டும் 
கூம்பு கிடைக்கும் . 


9 


a ! 


दा 


HKN| 


X 


அக் கூம்பின் 

அச்சு O A. 

சென்ற 
படம் .45 

பத்தியில் காட்டியபடி , ஒரு நுண் பகுதிப் 
பொருண்மை = Ty : / a PM = } T as / p . 
இந் நுண் பகுதி , 

மெல்லிய வட்டத்தகடு ; 
அதன் அரைவிட்டம் | ; 

மொத்தம் / x . 

OA- அச்சு 
அவ்வட்டத்தின் மையம் வழியாக , அவ்வட்ட மட்டத்திற்குச் 
செங்குத்தாகவிருக்கும் அச்சாகும் . 

எனவே , அந் நுண்பகுதிப் பொருண்மைக்கு , OA - ஒட்டிய 
நி . நெ . தி . == TY /x P. 

2 


நிலை நெம்புத்திறன் 
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முழு நி . நெ . தி . 


PA 


எல்லை தா 

0 2 
h 
y 

P dx 
2 


h 


T 

p 
2 


| y da. 


0 


இங்கு AB என்ற கோட்டின் சமன்பாடு 

y 
-- 

= 1 
h 


0 


a 


- 


.y 


-- 


h 


h 


T 

p 


* . நி : நெ . தி . 


h 
a4 

( h. - x ) 4 ds 


/. 


-- 


a4h. 


a4 15 
p . 
2 14 5 

M 
2 

Ira2 h 
3 Ma ?. 
10 


* 


5 


= 


. 


Ah 


D 


8. உருளைப் புறப் பரப்புக்கள் 
புரைக்கோளம் ( hollow sphere ) ; அரைவிட்டம் a ; 
பொருண்மை M. அதன் ஏதாமொரு விட்டத்தை யொட்டிய 
நி . நெ . தி . காண்க . 
W2 -Py . 

( என்ற அரை வட்ட 
வில் AD BO A , A B- ஐ ஒரு சுற்று 
சுற்றினால் , 

புரைக்கோளப் 
புறப்பரப்பு கிடைக்கும் . 

புறப்பரப்பு 4a2 
பொருண்மை M 4a2 p 
ஒரு நுண் பகுதிப் புறப்பரப்பு 
= 27yS 

படம் . 40 
அதன் பொருண்மை = 2TY ASP . 


க 


- 


AAL 


O 


AX 


B 
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இது ஒரு மெல்லிய வட்டக் கம்பியாக விருக்கும் . 
அதன் அரைவிட்டம் y . 

அக் கம்பியின் மையம் வழியாக , அதன் மட்டத்திற்குச் 
*செங்குத்தாகவிருக்கும் அச்சு AB ஆகும் . 
எனவே AB - ஒட்டி , அதன் நி . நெ . தி . 

= 2THA8P . y ? 
= 2Typ A8 = 21 y3 P / w 


3 (iii ) 


AX 


- 


முழு நி . நெ . தி . 


எல்லை 
AX 


27y P 


/ 2 


O 


/ x 


d s 
2 y P dx 

d x 


-a 


d s 


2Tp 


y3 


d x 


d s 


2 


இங்கு 


(dy) 
dw )/ 


da 


1+ 


N1 


= V 


82 
+ 

y 
y + 82 

y 


a 


y 


& 

3 
y 


ஃ நி . நெ . தி . 


- 2 T P 


dx 


= 


a 


a 


- 


21 a / ( a - 


x2 ) dic 


- 


= 4r a P / ( a2 - ce ) dac 


= 


4map 203 

31 
8 04 M 

3 47a2 
3 M a2 


II 


. 


( 8 ) 


* 
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sin 9 ) ; y 


cos 9 ) 


என்றவளை 


P 


மற்றும் சில எடுத்துக்காட்டுகள் : 
9 . = a ( 0 

= a ( 1 
வரையின் ஒரு வில்லால் 

எல்லைப் 
பட்ட பரப்புக்கு , 

பரப்புக்கு , அதன் அடிக் 
கோட்டையொட்டி , நி . நெ . தி . 
காண்க . 


e 


A 


ARI 


B 


O 
படம் .41 


இதன் அமைப்பும் பரப்பும் நாம் முன்னர் பார்த்தோம் . 
[ பயிற்சிகள் : 9 ( 8 ) ] . 
பரப்பு = 3 T a2 ; M = 3T a2 p 
கன் எல்லைகள் 0 முதல் 27 வரை . 
P Q என்ற நுண் பகுதிப் பொருண்மை , 

9 / x P 


இங்கு P Q ஒரு மெல்லிய கம்பி ; 

அதன் நீளம் ; A.B 
என்ற அடிக்கோடு , P Q ன் ஒரு முனையில் P Q க்குச் செங்குத் 
தாக உள்ளது . 


எனவே A B - ஒட்டி அதன் நி . நெ . தி . 


= y / P 


3 ) 


( 1 ) 


மொத்த நி . 


நெ . தி . 


13 


- 


எல்லை 
AM 


P A 


3 


93 


da 

de 
do 


2 


/ * Peo 

P / 
--- 
- +r 
after : 


( 1 - cos 9) a ( 1 - cos 9 ) do, 


do 


8 

எனக் கொண்டால் , உன் எல்லைகள் ) 
2 

முதல் 
வரையாக மாறும் . 
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T 


* . நி . நெ . தி . 


16 

Pa4 / 2 cos sds 
3 


= 


32 Pae 

X 2 
3 

( 


coses de 


64 pae 

3 


7.5.3.1 
8.4.6.2 


. 


T 
2 


35 


- 


Ta4 . 


M 
37a2 


12 


35 
36 


Ma? 


( 9 ) 


* 10 . ஒரு மெல்லிய கம்பியின் நீளம் 2 ; அதன் செறிவு 
ஒரு முனையிலிருந்து உள்ள தூரத்திற்குத் தகவுப் பொருத்த 
Y 

முடையது . அந்த முனையில் 
கம்பிக்குச் செங்குத்தாக உள்ள 

அச்சை யொட்டி , அதன் 

நி . நெ . தி . காண்க . 
--- 
A 
PA 

A லிருந்து 8 -- தூரத்திலுள்ள 
PO Ax என்ற 

ஒரு 
பகுதி நீளம் எடுத்துக்கொள்க . 


-- 


நுண் 


அதன் - பொருண்மை --- 


படம் 42 


kr As . 


- 


. AY-- ஒட்டி அதன் நி . நெ . தி . 

kn / M. 
எனவே முழு நி . நெ . தி எல்லை 

SI 

K " / 
/ > 01 


2a 


= 


= k / e de 


- 


4 k 4 


- 


அதன் பொருண்மை M 


> 


kw / 


எல்லை 
Aw > 0 . 

2a 
k 


fied a 
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- 


அதன் நி . நெ . தி . 


2 k a2 
2 k a2 : 
Mu2 


22 


பயிற்சிகள் 15 


வேறொன்றும் கூறப்படாவிடத்து , பொருள்கள் சமச்செறி 
வுடையனவெனவும் , பொருண்மை M எனவும் கொள்க , 


22 


a2 


1 . + -- 1 என்ற நீள்வட்டப்பரப்பு, நெட்டச்சைச் 

b2 
சுற்றிவரும் போது ஏற்படும் பருமம் . இதற்கு நெட்டச்சை 
யொட்டி நி . நெ . தி . காண்க . 


2 . 


y = 4 am என்ற பரப்பு w = 0 முதல் 3 

6 வரை . 
இப் பரப்பு : அச்சைச் சுற்றிவரும்போது ஏற்படும் பருமம் . 
இதற்கு : - அச்சையொட்டி நி . நெ . தி . காண்க . 


* 


a 


3 . அரைவிட்டமுள்ள ஒரு வட்டக்கம்பி . 

பின் வரும் 
அச்சுக்களையொட்டி நி . நெ . தி . காண்க . 

( 1 ) அதன் மட்டத்திலுள்ள ஏதாமொரு தொடுவரை ; 
( 2 ) அதன் மட்டத்திற்குச் செங்குத்தாக உயரும் தொடு 

வரை . 


ஒரு புரைவட்ட உருட்டி ( hollow cylinder ) ; உள் , 

, 
வெளி அறைவிட்டங்கள் r , R ; அதன் அச்சையொட்டி 
நி.நெ.தி. காண்க . 


சமகோண முக்கோணம் . அதன் ஒரு 

பக்கத்தை 
யொட்டி நி . நெ . தி . காண்க . 
6 . கூம்புப் பருமம் ; மட்ட 

அரை 

விட்டம் a ; 
உயரம் h ; பொருண்மை M. அதன் அச்சுக்கு செங்குத்தாக 
உச்சியின் வழியாகச் 

செல்லும் ஒரு 

கோட்டையொட்டி , 
3M / aa ) 
நி.நெ. தி . h2 + என நிறுவுக . 
5 

4 


7. r = a ( 1 + cos 9) என்ற நெஞ்சுவளைத்தகடு ; 

முதற் 
புள்ளி ( Pole ) வழியாக அதன் மட்டத்திற்குச் செங்குத்தாக 

35 May 
உயரும் அச்சையொட்டி , அதன் நி.நெ. தி . 

என நிறுவுக . 
24 
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8. ஒரு அரைக் கோளப் பருமம் ; பொருண்மை M ; 
அரை விட்டம் a ; செறிவு அடி வட்ட மட்டத்திலிருந்துள்ள 
தூரத்திற்குத் தகவுப் பொருத்தமுடையது . அதன் சமச்சீர் 

Maa 
‘ அச்சையொட்டி , நி.நெ.தி. என நிறுவுக . 

3 


9. ஒரு 


சதுரம் , பக்கம் a ; 

பொருண்மை M. கீழ்க் 
கண்ட அச்சுக்களையொட்டி நி.நெ. தி . காண்க : 
( 1 ) ஒரு முனையிலிருந்து சதுர மட்டத்திற்குச் செங் 

குத்தாக உயரும் அச்சு ; 
( 2 ) ஒரு குறுக்குக் கோடு . 


. 


10. ஒரு - மைய 

வட்டங்கள் , a , b என்ற அரைவிட்ட 
முடையன ( a > b ) . 

அவைகளுக்கிடைப்பட்ட வளையப்பரப்பு . 
கீழ்க்கண்ட அச்சுக்களையொட்டி , நி.நெ. தி . காண்க : 

விட்டம் . 
( ii ) வளைய மட்டத்திற்குச் செங்குத்தாக , மையத்தி 
னின்று உயரும் அச்சு : 


( i ) ஒரு 


பகுதி 16 


பாப்பசுத்தேற்றங்கள் 

[ Pappus , Theorems] 


16.1 இவை 

மட்டத்திலுள்ள வளைவரைகளுக்குப் 
பொருந்துவன . வேறு கூறப்படாவிடத்து , குறிப்பிட்ட வளை 
வரைகள் ஒரே மட்டத்திலுள்ளவையெனக் கொள்க . 


1. ஒரு 


16.2 பாப்பசுத் தேற்றங்கள் . 
வில் ( arc ) அதை 

வெட்டாத 

ஒரு அச்சைச் 
சுற்றினால் ஏற்படும் புறப்பரப்பு , வில் நீளத்தை , அவ்வில்லின் 
பு.க. மையம் சுற்றி வரும் தூரத்தால் பெருக்கக் கிடைக்கும் . 

2. ஒரு பரப்பு , அதை வெட்டாத ஒரு அச்சைச் சுற்றினால் 
ஏற்படும் பருமம் , பரப்பின் அளவை , அப்பரப்பின் பு.க. 
மையம் சுற்றிவரும் தூரத்தால் பெருக்கக் கிடைக்கும் . 
படம் ( i ) தேற்றம் ஒன்றுக்குரியது . 
00 , 0y | 

அச்சுக்கள் ; A B என்ற 
வில்லின் நீளம் 1 . அவ்வில்லின் 
பு . க . மையம் G ; G , M = y ; 
அவ் வில் ox- ஐ , () என்ற கோண 
அளவு சுற்றுகிறது . முதல் தேற் 

உறுவது : ஏற்படும் புறப் 
பரப்பு S = 1y6 . 

படம் . 43 / il ) 
படம் ( ii ) தேற்றம் இரண்டிற்குரியது . 

P Q R என்ற பரப்பளவு A ; அப்பரப்பின் பு.க. மையம் 
Gg ; G ; N = y ; அப்பரப்பு 
சுற்றுகிறது . இரண்டாவது தேற்றம் கூறுவது : ஏற்படும் 
பருமம் V = Ay6 . 


G 


P 


e 


1 


y 


கூ 


O 


M 


N 


* 


றம் 


படம் . + 3 ( i) 


00 - ஐ , 


8 என்ற 

கோண அளவு 
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தொகை நுண்கணிதம் 


இவ்விரண்டிலும் 6 = 21 ஆனால் , ஒரு முழுச் சுற்று என 
வும் 9 = T ஆனால் , ஒரு அரைச் சுற்று எனவும் பொருளாகும் . 

இவ்விரண்டு தேற்றங்களையும் இப்போது நிறுவலாம் . 


தேற்றம் 1 : தெரிப்பு : 
படம் ( i ) : 

பகுதி நீளம் As = PQ எனக் 
கொள்க . P ன் y -- ஆயத்தொலை J. இந்நுண் பகுதி நீளம் , 
6 கோண அளவு சுற்றினால் ஏற்படும் புறப்பரப்பு = y 0 / 8 . 


ஒரு நுண் 


எனவே மொத்தப் பரப்பு = Eye As . 

θΣ 3 Δς 
= 9 Jyds ( உரிய எல்லைகள் ) 


= 


AB ன் நீளம் 1 ஆனால் , 


- 


Syds 

1 


( அதே எல்லைகள் ) 


( 1 ) 


. மொத்தப் புறப்பரப்பு 

ely 
ஒரு முழுச் சுற்று சுற்றினால் 0 = 21 ஆகும் . 
அப்போது மொத்தப் புறப்பரப்பு 

27 1y 


= 


( 2 ) 


( 2 ) தேற்றம் 2 : தெரிப்பு ; 
படம் ( ii ) PQR ஒரு பரப்பு . 

அதன் பு.க. மையம் Ge ( x , y ) எனக்கொள்வோம் . 


| A அப்பரப்பின் ஒரு நுண் பகுதி ; O0 லிருந்து y- ஆயத் 
தொலை தூரத்தில் உள்ளது . 

. 

இந்த நுண்பகுதி , 9 கோண 
அளவு , 

ON ஐச் சுற்றினால் ஏற்படும் பருமம் 


- 


30 / A . 


எனவே மொத்தப் பருமம் 

= 210 AA 
= 9ZHAA . 
= 0 / yd A 

( உரிய எல்லைகள் ) 
PQR- ன் பரப்பளவு A ஆனால் , 

☺ Syd A 

( அதே எல்லைகள் ) 

AL 
.. மொத்தப் பருமம் 

= 0 Ay 
ஒரு முழுச் சுற்றுக்கு 

8 2 ள ஆகும் . 
அப்போது மொத்தப் பருமம் 2 ள Ay 


= 


- 


= 


( 4 ) 


பாப்பசுத் தேற்றங்கள் 
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16.3 பாப்பசுத் தேற்றங்கள் பயன்படும் இடங்கள் : 


எல்லை 


அரை வட்டம் ( அரை 

விட்டம் ( d ) 

தன் 
விட்டத்தை அரைச் சுற்று சுற்றினால் ஏற்படும் உருளை ஒரு 
அரைக் கோளம் . 

அதாவது 

8 T. 


அரைக் கோளத்தின் 

பருமம் 33 
அரைக் கோளத்தின் புறப் 
பரப்பு 2.u2 


x | G 


XI 


G2 


அரை 


வட்ட 


வில்லின் 


AAL 


நீளம் 


TU 


படம் 44 


G என்ற 


அவ்வரை வட்டக் கம்பியின் பு.க. 

மையம் 
இடத்தில் இருக்கிறது எனக் கொள்வோம் . 


ஒ 


- 


இவ் வில் 

0 ள கோண 
சுற்றினால் வரும் புறப்பரப்பு 


அளவு A B- ஐ அரைச் சுற்று 
22. 


= 


பாப்பசுத் தேற்றம் (1 )-ன்படி 


2u2 


- 


TT 0 G. 


2Ta2 


.0G 


-- 


T2U 


2u 


என்பது 


எனவே அரை வட்டக் கம்பியின் பு.க . மையம் G. 

20 

என்ற வாய்பாடாகப் பெறப்படுகிறது . 


OG 


- - 


T 


Ta 2 


2 


இரண்டாவதாக , அவ்வரை வட்டத்தின் பரப்பு , 
அவ்வரை வட்டப் 

பரப்பின் பு . க . மையம் , G. 
இடத்திலிருக்கிறது எனக் கொள்வோம் . 


என்ற 


A B- ஐ 


இப் பரப்பு 0 கோண அளவு 
அரைச் சுற்று சுற்றினால் வரும் பருமம் 

1. --- 13 


3a3 


19: 4 


தொகை நுண்கணிதம் 


பாப்பசுத் தேற்றம் ( 2 )-ன்படி , 


* Tu3 


. 0 Ge 


Ta2 
2 

T. OG , 
27u3 

2 
3 T2 u2 
4u 
Зп 


- 


எனவே அரை வட்டத்தகட்டின் ( பரப்பின் ) புவிக் கவர்ச்சி 


-- 


என்ற 


வாய்பாடாகப் 


மையம் G , என்பது 0 Ge 
பெறப்படுகிறது : 


3 


என்ற 


( l . 


1 : 6-4 எடுத்துக்காட்டு : 

( 1 ) ஒரு நங்கூர வளையத்தின் பருமத்தையும் . புறப் 
பரப்பையும் காண்க . 

C மையம் பெற்ற 

ஒரு 
வட்டத்தின் 

அரை விட்டம் அவ் 
வட்டத்தை 

வெட்டாமல் C- யிலிருந்து 
1 தூரமுள்ள 0 - என்ற அச்சை அவ் 
வட்டம் ஒரு 

முழுச்சுற்று சுற்றினால் 
ஏற்படும் உருவமே நங்கூர 

வளையாக 
மெனப்படும் . 
படம் . 45 


( ) -ஐ 


முழுச் 


= 


( i ) வட்டத்தின் நீளம் = 2xu 
அதன் 

4.க. மையம் C 

நீளம் ( கம்பி வட்டம் ) 
சுற்று 

சுற்றும்போது C சுற்றும் தூரம் 2 ஆகும . 
எனவே நங்கூர வளையத்தின் புறப்பரப்பு 

= 27u X 27 / 

47 aar 
( ii ) வட்டத்தின் பரப்பு 

T . 
அதன் 

பு.க : மையம் C. 
இப்பரப்பு 0 x- ஐ ஒரு முழுச் சுற்று சுற்றும் 
சுற்றும் தூரம் 21 

ஆகும் . 
வளையத்தின் பருமம் u2 X 

வாய . 


= 


போது 


ந . 


பாப்புசுத் .,தேற்றங்கள் 
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எடுத்துக்காட்டு : 
ஒரு வட்டக் கூம்பின் அடி மட்ட அரை 

விட்டம் 
நேர் உயரம் h . அதன் பருமம் , புறப்பரப்பு காண்க . 


YY 


B 


* 


*படத்தில் காட்டப்பட்ட 
OAB - என்ற , முக்கோணம் 
(OX - ஐ ஒரு முழுச் சுற்று சுற்றி 
னால் , நாம் வேண்டிய கூம்பு 
கிடைக்கும் . 


. 


Qox 


A 


படம் . 39 


( i ) பருமம் ; 

முக்கோணப் பரப்பு 


I ah 


பரப்பின் 


பு.க. 


மையம் G. 


( 


GM 


- 


என எளிதில் அறியலாம் . 


3 


1 


எனவே 


பருமம் 


ah x 2T 


.2 


3 


raan 

3 


(ii ) புறப்பரப்பு : 
A B என்ற கோட்டின் நீளம் Va2 + 12 


அக்கோட்டின் 


4.க. 


மையம் G, 


( 


G N. 


என எளிதில் அறியலாம் . 


2 


a 


எனவே புறப்பரப்பு 


- 


V/ 02 - 12 


2 


TV a2 - 12 


ruX சாய்வு நீளம் . 


( 2 ) 


I.C .-- 13A 
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தொகை நுண்கணிதம் 


பயிற்சிகள் 16 


பாப்பசுத் தேற்றங்கள் 
1. பாப்பசுத் தேற்றம் கொண்டு ஒரு வட்ட உருட்டின் 

பருமத்தையும் , புறப்பரப்பையும் காண்க . 
2. S பரப்புடைய ஒரு முக்கோணம் , அதே மட்டத்தில் , 

முக்கோணத்தை வெட்டாத ஒரு அச்சைச் சுற்றி 
வருகிறது . முக்கோணத்தின் முனைகள் , அச்சிலிருந்து , 
c , s , I தூரத்திலுள்ளன . பெறப்படும் உருளைப் பருமம் 
2TS ( c + B + I ) 

என நிறுவு.க . 
3 


3 . 


வட்டம் ( அரை விட்டம் (1 ) ஒரு தொடு வரையை 
அச்சாகக் கொண்டு சுற்றி வரும் உருளையின் பருமம் 
Tu3 

என நிறுவுக . 


sin G ) ; y 


- 


4. * == ( l ( 8 

a ( 1 cos 6 ) -ன் ஒரு முழு வில் , 
தன் நிலை மட்டத்தை அச்சாகக் கொண்டு ஒரு சுற்று 
சுற்றுகிறது . அவ்வுருளையின் 

புறப்பரப்பு - Ta என 
நிறுவுக . 
5. 2 ay : = x ( x - a ) 2 என்ற வளையப்பரப்பு , y = ( [ என்ற 
அச்சைச் சுற்றுகிறது . 

அவ்வுருளையின் பருமம் 
8V2 

T3 என நிறுவுக . 
15 


பகுதி 17 


வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் 

( Differential Equations ) 


வகை 


17.1 மாறு ராசிகளையும் , அவைகளின் 

நுண் 
கெழுக்களையும் இணைக்கும் சமன்பாடுகளே வகைக்கெழுச் 
சமன்பாடுகள் எனப்படும் . 


வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் இரு வகைப்படும் : 
( 1 ) சாதாரண வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் ; 
( 2 ) பகுப்பு வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் . 


சாதாரண வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகளில் ஒரே 
சார்பில் மாறிதான் இருக்கும் . 


பகுப்பு வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகளில் ஒன்றுக்கு மேற் 
பட்ட . சார்பில் மாறிகள் இருக்கும் . 


17 - 2 வகைக்கெழுச் சமன்பாட்டின் வரிசையும் படியும் 

ஒரு சமன்பாட்டில் தோன்றும் வகை நுண் கெழுவின் 
மிக உயர்ந்த வரிசையே அச்சமன்பாட்டின் வரிசையெனப் 
படும் . அம்மிக உயர்ந்த வரிசையின் படியே , அச்சமன் 
பாட்டின் படியெனப்படும் . 


(13 ) 


4 


(72 


+ 4 


+ ! 


- 


O 


dx3 


dr2 


என்ற சமன்பாட்டின் வரிசை மூன்று , படி நான்கு . 


1985 


தொகை நுண்கணிதம் 


எடுத்துக்காட்டாக பின் வரும் பல்வேறு சமன்பாடுகளின் 
வரிசைகளையும் படிகளையும் காண்போம் : 


(ly 


sin2 x : முதன் வரிசை , முதற்படி . 


da 


( 2 ) 


+ 1 


d ! / + Qy = 0 : இரண்டாம் வரிசை , 

முதற்படி . 


da: 2 


a x 


== 0 : முதல் வரிசை , மூன்றாம் படி . 


A % ) + ay 

Q 


+ Puy = Q : 11 - ம் - வரிசை முதற்படி . 


( l xn 


dy 


1 


முதல் வரிசை , 
நான்காம் 


படி . 


[t +(4 % )] 
* 
[ + (4 ) 


1 


. 


ரண்டாம் வரிசை , 
இரண்டாம் படி . 


. 


2 


Ou 


u 


0 


- 


// + 


10 : 


முதல் வரிசை , முதற் படி , பகுப்பு 
வகைக் கெழுச் சமன்பாடு . 


0 


O ! 


03 


3 11 : 


ay : 12 


மூன்றாம் வரிசை , முதற்படி ,, 
பகுப்பு வகைக் கெழுச் சமன்பாடு . 


(Intly 


+ , 


(ll 

+ .......P , y = X என்ற சமன் பாட்டில் , 1 , 
(lan 

Ilan - 1 
P ........ P , ) , X , யாவும் ஐ - ன் சார்புகள் . இதுவே , 7 - ம் வரிசை 
முதற்படியுள்ள பொதுவான சமன்பாட்டு அமைப்பாகும் : 


17 * 3 வகைக் கெழுச் சமன்பாடுகள் அமைப்பது . 

f ( r , y , C1 , Cg , cy , ...... cn ) = 0 என்ற சமன்பாட்டின் , C ,, ( ..... 
Cn 

என்பவை 1 பொது மாறிலிகள் . இப்போது மாறிலி 
களுக்கு வெவ்வேறு மதிப்புக்கள் கொடுக்கும்போது 
வளைவரைக் குடும்பம் - ஏற்படுகின்றது . 


வகைக் கெழுச் சமன்பாடுகள் 
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எடுத்துக்காட்டாக : 

y === 4 ar என்ற சமன்பாட்டில் , a = 1 , 3 , 1 , 2 , -1 , - 2 
என்ற வெவ்வேறு மதிப்புக்கள் கொள்ளும்போது , 


-- 


4. 


1/2 


- 


8 . 


1/2 


4. 


1/2 


- 


8w 


1 


போன்று ஒரு பரவளையக் குடும்பம் ஏற்படுகின்றது . இவ் . 
வளைவரைக் குடும்பத்திற்குப் பொதுவாக உள்ள 


4ax 


என்ற 


சமன்பாட்டிலிருந்து , அக்குடும்பத்தின் வடிவத் 
தன்மை புலப்படுவதில்லை . ஆனால் 

y 4ax 
என்ற சமன்பாட்டிலுள்ள மாறிலியை நீக்கினால் , வடிவத் 
தன்மை புலப்படும் . 


= 


- 


4ax- ன் முதல் வரிசை வகை நுண்கெழுகாண , 
dy 

4a 
dx 


- 


21 


dy 
2y 


4a-க்குப் பதிலாக 


என்பதை ஈடு செய்தால் , 


dly 


dy 
21 


- 


tly 


9 
20 


என்ற 


வகைக்கெழுச் சமன்பாடு கிடைக் 


கிறது . 


இச் சமன்பாட்டிலிருந்து நாம் அறிவது யாதெனில் : 
இக்குடும்பத்திலுள்ள வளைவரைகளுக்கு எந்த 

எந்த இடத்தி 


லும் , கிழிக்கப்படுகிற தொடுவரையின் சாய்வு 


- 


2007 


தாகை நுண்கணிதம் : 


இதுவே 


- 


அப்புள்ளியின் 9 ஆயத் தொலை 
அதாவது சாய்வு 

2 மடங்கு அதன் ஆயத்தொலை 
y = 4aa என்ற பரவளையக் குடும்பத்தின் வடிவத்தன்மை 
" யாகும் . 


இவ்வாறே , 

f ( x , y , c , cy . ... ( n ) = 0 என்ற சமன்பாட்டிலுள்ள ( , . . . ( n 
என்ற மாறிலிகளை நீக்கிய வகைக்கெழுச் சமன்பாடு கண் 
டால் , அக்குடும்பத்தின் வடிவத் தன்மைகள் புலப்படும் . 


எப்படி ( , ( 2. . . ( in என்பவைகளை நீக்குவது ? 


நுண் 


( ny 


1 . 


2 


அச்சமன்பாட்டைக் கொண்டு , 1 முறை வன்க 

day 
கெழுகாண , அதாவது , 

காண நமக்கு 
dx2 

dan 
வெவ்வேறு சமன்பாடுகள் 

கிடைக்கும் . 

அவைகளில் , . 
deo dry 
முறையே , 

என்ற வகை நுண்கெழுக்கள் 
dx (lwa clan 
இருக்கும் . இப்போது , 
f ( x , y , C1 , ce , 

() என்ற சமன்பாட்டோடு , அந்த 
n . சமன்பாடுகளையும் கொண்டு ( மொத்தம் n +1 சமன் 
பாடுகள் ) c , cg ,. .. Cn என்ற மாறிலிகளை நீக்கி , 
any 

day dy 
F 

x , y 

0 
dxn clrn_1 

da: 2 
என்ற சமன்பாட்டைக் கண்டறியலாம் . இம்முறையே , 
வகைக்கெழுச் சமன்பாடு அமைக்கும் முறையாகும் . 
வகையில் , நாம் அவ்வளை வரைக் குடும்பத்தின் , 
பொதுவான வடிவத்தன்மைகளையறியலாம் . 


dn.l ! 


3 ) 


3 


2 


*17-311 எடுத்துக்காட்டு ( 1 ) 

y mx + c என்பது , m . ( -ன் 
நேர்க்கோட்டுக் குடும்பம் 


மதிப்பையொட்டிய 


- 


இங்கு 


- 100 


dx 


எனவே , 

என்னவானாலும் , m என்ற ஒரு குறிப்பிட்ட 
மதிப்புக்கு , இது ஒரு , ஒருபோகு ( Parallel ) நேர்க் கோட்டுக் 
குடும்பம் . 
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வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் 


2 


(12 Y 


= 0 . 


மேலும்- 

daa 


வளைவு 


( Curvature ) இல்லை 


எனவே இக்குடும்பத்திற்கு 
யென அறிகிறோம் . 


ன 


னில் வளைவு 


31 


tly2 

dy 
1 + 

dax 


ஆக , 3 


mx + டன் 


(12 1 


வகைக்கெழுச் சமன்பாடு , 


= 0 . 


daca 


அதனால் , இக்குடும்பத்திற்கு வளைவு என்பதே இல்லை . 
எடுத்துக்காட்டு ( 2 ) . 


32 + y = 02 என்பது , 1 ன் மதிப்பை யொட்டிய , ஒரு , 
ஒரு - மைய வட்டக் குடும்பம் . 

dy 
இங்கு -- y 

ds 
இதுவே x2 + y : 

a2 க்கு உஉரிய வகைக் 

கெழுச் 
பாடு . 


- 


சமன் 


dy 


-- 


வடிவத்தன்மை , 


என்பதைக் கொண்டு 


dx 


y 


அறியலாம் . 


- 


இக்குடும்பத்திலுள்ள ஒவ்வொரு வளைவரைக்கும் , எந்த 
இடத்தில் தொடுவரை கிழித்தாலும் அதன் சாய்வு 

அப்புள்ளியின் ஆயத்தொலை 
; அதாவது சாய்வு 
y 

அப்புள்ளியின் பூ ஆயத்தொலை 
மேலும் , அப்புள்ளியை மையத்தோடு சேர்க்கும் கோடாகிய , 
ஆரையும் , அப்புள்ளியில் உள்ள தொடுவரையும் ஒன்றுக் 
கொன்று செங்குத்தாக உள்ளன என்பதும் அறியக் கிடக் 

y 
கின்றது . ஏனெனில் , ஆரையின் சாய்வு ; ஆரையின் சாய்வு 


T 


X தொடுவரை சாய்வு 


3 

X 


1 . 


y 


1202 


தொகை நுண்கணிதம் 


174. முன்பத்தியில் நாம் கண்டபடி , n பொது மாறிலிகள் 
கொண்ட ஒரு வளைவரைக் குடும்பத்தின் வகைக் கெழுச் 
சமன்பாடு . 

வரிசைச் சமன்பாடாகும் . 


ஒரு 10 


தலை 


மாற்றிக் கூறின் , ஒரு 1 வரிசைச் சமன் பாட்டின் 
தீர்வு கண்டால் , அத் தீர்வில் 

மாறிலிகள் 
தோன்றும் . 


பொது 


17-5 . இப்போது , வளைவரைக் குடும்பத்தின் சமன்பாட்டி 
லிருந்து , அதற்குறிய வகைக் கெழுச் சமன்பாடு காணும் 
முறையை சில எடுத்துக்காட்டுகள் கொண்டு விளக்குவோம் . 


எடுத்துக்காட்டு ( 1 ) . 


sin - la 


( 1 ) 


g = (le 


இதன் வகைக் கெழுச் சமன்பாடு என்ன ? 


aesin -1 


(ly 
dle 


( 2 ) 


V ] 


82 


( 1 ) ம் ( 2 ) ம் கொண்டு a 


என்ற மாறிலியை நீக்குவோம் . 


9 


(1 )-லிருந்து ( = 


esin -le 


தை ( 2 ) ல் ஈடு செய்தால் , 


sin - 1 


dy 
da: 


sin - 12 


VI - | 


V ] 


x2 


இதுவே நாம் வேண்டும் . வகைக்கெழுச் சமன்பாடாகும் . 


வகைக் கெழுச் சமன்பாடுகள் 
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எடுத்துக்காட்டு ( 2 ) . 

( ( y + a ) 2 = 2 என்ற வளை வரைக் குடும்பத்தின் வகைக் 
கெழுச் சமன்பாடு காண்க . 


கொடுக்கப்பட்டது , V ( 1 ( y + a ) = + x; 3 / ? 


3 


dy 
dx 


. 
. 


எனவே , / . 


--- 


+ 


2 


9.x 


--- 


2 


4 


( 


) 


dix 


க்கு இம்மதிப்பை ஈடு செய்தால் , 
9w 

9w 
y + 

dy 
4 

4 
da 

da 


2 


dy 2 


13 


( 


எனவாகும் . 


இதைச் சுருக்கி எழுதினால் , 


8 


3 


41 ) 


( 


dy 
dx 


) 


+ 90 


0 


( * 


dy 
( ls 


3 


என்ற வகைக்கெழுச் சமன்பாடு கிடைக்கும் : 


பயிற்சிகள் 17 . 


1. கீழ்க் கண்ட வளைவரைக் குடும்பத்தின் சமன்பாடு 
கொண்டு , உரிய வகைக்கெழுச் சமன்பாடு காண்க . 

( M + (12 
( b ) / ( l cos ma + / sin me . 
(c ) 1 ( 

( ) . 


= 


* 


. 


-- 


2. ஒரு பரவளையக் குடும்பத்தின் அச்சுக்கள் , x- அச் 
சோடு , ஒரு போக்குக் கோடுகள் . 

அவைகளின் குவிய மாறிலி 
( Latus Rectum ) ta . அக்குடும்பத்தின் வகைக் கெழுச் சமன் 
பாடு யாது ? 


3. ஒரு வட்டக் குடும்பம் , அச்சுக்களை தொடுவரையாகக் 
கொண்டுள்ளது . அதன் வகைக் கெழுச் சமன்பாடு யாது ? 


பகுதி 18 . 


வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் 


( தொடர்ச்சி ) , 


சமன் 


18 : 1 எப்படி , எல்லா விதச் சார்புகளுக்கும் தொகை காண 
முடியாதோ , அவ்வாறே , எல்லாவித வகைக்கெழுச் 
பாடுகளுக்கும் தீர்வு காணல் இயலாது . 

ஆனால் குறிப்பிட்ட அமைப்புடைய சமன்பாடுகளுக்குத் 
தீர்வு காணலாம் . அவ்விதமான குறிப்பிட்ட அமைப்புடைய 
சமன்பாடுகள் சிலவற்றை முதலில் ஆராய்வோம் . 

182 முதல் வரிசை , முதற் படிச் சமன்பாடுகள் : 
அமைப்பு : 
மாறு ராசிகள் பிரிக்கப்படக்கூடிய 

வகையில் 
அமைந்திருப்பவை ; அல்லது சிறிது மாற்றங்களால் அவ் 
வகைக்கு மாற்றியமைக்கக் கூடிய வகையில் அமைந்திருப் 
பவை . ( Variables separable and reducible to variables separable ) : 

வகை 1 : நேரடியாகப் பிரிக்கக் கூடிய சமன்பாடுகள் ; 
வகை 2 : சமபடித்தானச் சமன்பாடுகள் ; {Homogeneous 

equations ) 
வகை 3 : வகை 2 க்கு மாற்றியமைக்கக் கூடியவை ; 
வகை 4 : சில பல ஈடுகள் செய்து வகை 1 க்கு மாற்றக் 

கூடியவை . 
18.21 வகை 1 : ஒரு சமன் பாட்டை , 

dr = F ( y ) (ly 
என்ற முறையில் அமைத்து எழுத முடியுமானால் அது முதல் 
வகையைச் சேரும் . 


பாப்பசுத் தேற்றங்கள் 


205 . 


(ii ) வட்டத்தின் பரப்பு = na . 
அதன் பு.க 

மையம் C. 





இப்பரப்பு 08- ஐ ஒரு முழுச் சுற்று - சுற்றும் போது 
C சுற்றும் தூரம் 2r ஆகும் . 


ந . வளையத்தின் பருமம் = na + ரோ 

ஜா2 a r . 


- 


எடுத்துக்காட்டு : 

வட்டக் கூம்பின் அடி 
ஒரு 

மட்ட அரை விட்டம் , நேர் 
உயரம் h . அதன் பருமம் , புறப்பரப்பு காண்க . 


B 


GG 


0 


6 


படத்தில் காட்டப்பட்ட 0 .. ! 
என்ற முக்கோணம் 0X- ஐ ஒரு முழுச் 
சுற்று சுற்றினால் , நாம் வேண்டிய 
கூம்பு கிடைக்கும் . 


0 


MAN 


AL 


படம் . 


( i ) பருமம் ; 
முக்கோணப் பரப்பு 


tah 


பரப்பின் பு.க. மையம் G. . 


a 


G M = 


என எளிதில் அறியலாம் . 


3 


எனவே பருமம் 


1 

ahXRT 
2 . 


ra h 





* 


( ii ) புறப்பரப்பு : 

AB என்ற கோட்டின் நீளம் Va + h ? 


அக்கோட்டின் பு.க. மையம் G , 
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தொகை நுண்கணிதம் 


4 . 


G. N 


என எளிதில் அறியலாம் . 
2 


எனவே புறப்பரப்பு 


Va²th 


* 


X 2 


2 


= rava + h2 


= ra x சாய்வு நீளம். 


( 2 ) 


பயிற்சிகள் 16 


பாப்பசுத் தேற்றங்கள் 


1. பாப்பசுத் தேற்றம் கொண்டு ஒரு வட்ட உருட்டின் பருமத் 

தையும் , புறப்பரப்பையும் காண்க . 


2. S பரப்புடைய ஒரு முக்கோணம் , அதே தளத்தில் , 

முக்கோணற்தை வெட்டாத ஓர் அச்சைச் சுற்றி 
வருகிறது . முக்கோணத்தின் முனைகள் , அச்சிலிருந்து , 
« , B , Y தூரத்திலுள்ளன . பெறப்படும் உருளைப் பருமம் 
27 S ( O + B ) 

என நிறுவுக . 
3 


3. ஒரு வட்டம் ( அரை விட்டம் a ) ஒரு தொடு வரையை 

அச்சாகக் கொண்டு சுற்றி வரும் உருளையின் பருமம் 
ra * என நிறுவுக . 


sin 6 ) : y 


-- 


- 


- 4. x = 4 ( 0 

a ( 1 cos 0 )- இன் ஒரு முழு வில் , 
தன் நிலைத்தளத்தை அச்சாகக் கொண்டு 

சுற்று 
சுற்றுகிறது . அவ்வுருளையின் புறப்பரப்பு Pra 
நிறுவுக. 


என 


என்ற 


1 


-5 . 2ay = x (x - a ) என்ற வளையப்பரப்பு , y = a 
அச்சைச் 

சுற்றுகிறது . அவ்வுருளையின் பருமம் 
8 

ra என நிறுவுக. 
15 


வகைக் கெழுச் சமன்பாடுகள் 
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18.211 மேலும் : 

நாம் கண்ட சமன்பாடுத் தீர்வுகள் 
யாவற்றிலும் C என்ற ஏதாமொரு மாறிலியைக் கூட்டினோம் . 
ஏனெனில் வகைக் கெழுகாணும் போது என் வகை கெழு 
சுன்னமாகிறது . 


சில சமன்பாட்டுத் தீர்வுகளில் , ( என்பது ஏதாமொரு 
மாறிலியாக இல்லாமல் , அதன் சிறப்பு மதிப்பு அறியக்கூடிய 
வகையில் , 

ஒரு கட்டுப்பாடு கொடுக்கப்பட்டிருக்கலாம் . 
அப்படிப்பட்ட கட்டுப்பாடு கொடுக்கப்பட்டிருக்கும்போது , 
C ன் சிறப்பு மதிப்பை அறிய முடியும் . 


எடுத்துக் காட்டு : 


e cly + 2yds === () (xx = 2 , y = 1 கட்டுப்பாடு ) 


dx 


தீர்வு : / 


+ 


- 


C 


V 


29 


அதாவது log :: --- log v y = C . 


ஃ V W = A என்ற 


மாறிலி கட்டுப்பாட்டின்படி , 


:) // 1 = A 


. A 


2 


... தீர்வு : Vy 


- 


அல்லது 32 y = 4 என்பது தீர்வாகும் . 


18 212 மேலும் : ஒரு வளைவரையின் பண்பாக அமைகிற 
முறையில் வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் தரப்படலாம் . 
முதலில் சமன்பாட்டை யமைத்து , அதன் தீர்வு காணலாம் . 
இங்கு C என்ற மாறிலி பொதுவாகவும் இருக்கலாம் ; அல் 
லது ஒரு கட்டுப்பாட்டின்படி , C , ஒரு சிறப்பு மாறிலியாகவும் 
இருக்கலாம் . 
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தொகை நுண்கணிதம் 


எடுத்துக்காட்டு : 

ஒரு வளைவரையின் அடித்தொடு கோட்டின் நீளம் ( Sub 
tangent ) x - ஆயத்தொலையையொட்டி நேர்மாற்றம் உடைய தா 
னால் , அவ்வளைவரை யாது ? அவ்வளை வரை ( 1 , 2 ) ; ( 4 , 4 ) என்ற 
புள்ளிகள் வழியாகச் செல்லுமானால் , அவ்வளைவரையாது ? 


அடித்தொடு கோட்டின் நீளம் 


dy 
dac 


கொடுக்கப்பட்டிருப்பது , 


y 
dy ex 
de 


அதாவது 


y == Ka 


dy 
dx 


dy 


dx 


. K 


y 


dx 


ஃ K 


/ * - * 


C 


ஃ . Klogy 


- 


log Cx 


Cle என்பது வளைவரை கட்டுப்பாட்டை 


yk 
பயன்படுத்தினால் , 

2 = C 
4k = 40 


ஃ 22k 


= 


22 2k - 


. 2K = K +2 
: K = 2 

C = 4 
ஃ வளை வரை y = 4x ( ஒருபர வளையம்) . 


பயிற்சிகள் 18 ( b ) 
1. தீர்வு காண்க : 
(a ) cos y [lv + - ( 1 + e- x ) sin y ly 


T 


கட்டுப்பாடு : 


& = 0 , y 


. 


20:gs 


வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் 


( b ) ( 1 - x2 ) ( 1 - y ) 


dy 
xy ( 1 + y ) 

dx 


- 


= 


கட்டுப்பாடு : 


1 , y 


: 0 . 


( c ) 


dy 

+ 
dx 

V1 - 2. sin - lx 


- 


0 


கட்டுப்பாடு : y = 1 ; x = 1 . 


- k : 


= 


2 . 

( 3 , 4 ) வழியாகச் செல்லும் ஒரு வளைவரையின் 
அடிச் செங்கோடு , ஐ - ன் ஆயத் தொலைக்குச் சமம் : அவ்வளை 
வரையாது ? 
3 . ஆகாய 

விமானத்தின் விசைமாறு : வீதம் 
g cos a g , k , a மாறிலிகள் ; t 

0 

0 ஆனால் 
என்ற கட்டுப்பாட்டையொட்டி , என்னவெனக் காண்க ? 

4 . ஒரு பொருளின் தேய்வு விகிதம் k x ; ; அப்பொழு 
துள்ள பொருளின் பொருண்மை ( mass ) ; சரிபாதி பொருண்மை 

1 
தேய 

- loge 2 வினாடிகள் ஆகும் என நிறுவுக . 
k 


5. நியூட்டன் குளிர்ச்சி விதிப்படி , 
dT 

k ( T - T. ) இங்கு T ஒரு கோளத்தின் மேல் 
dt 
வெட்ப நிலை 

; t , கால அளவு ; T. சூழ்நிலையின் வெட்ப 
நிலை ; k ஒரு மாறிலி ; t = 0 ஆனால் T = T , என்பது கட்டுப் 
பாடு . இங்கு T - T = ( T, – T. ) e -kt என நிறுவுக . 


18.22 வகை 2 : சமபடித்தானச் சமன்பாடுகள் 


F ( x , y ) 


tly f ( ar , y ) 

என்ற அமைப்புடைய சமன்பாட்டில் , 
dx 
f , F என்ற இரண்டு சார்புகளும் x , y என்ற ராசிகளின் 
ஒத்த சமபடித்தான கோவைகளாயின் , 
படித் தான சமன்பாடாகும் . 


சம 


x3 -- x y 


dy 
dx 


பின்னத்தின் 


- 


2 y + 3xy2 ஒரு எடுத்துக்காட்டு . 


மேற் கோவையும் , கீழ்க் கோவையும் முப்படிக் கோவைகள் . 

1.0 . - 14 
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தொகை நுண்கணிதம் 


இவ்வகைப்பட்டச் சமன்பாடுகளின் தீர்வு காண , y = ox 
என ஈடு செய்க . . இங்கு - 10 என்பது . x- ன் சார்பெனக் 
கொள்க . அப்படிச் செய்தால் , 
f (x , 3 ) 

* ( v ) என்ற அமைப்புவரும் . அப்போது . 


= 


F ( x , y ) 


dy 
dx 


f ( x , y) 
F (w , y ) 


என்பது 


dv 
y + x 

dx 


- 


$ ( 0 ) என மாறும் . 


dv 
dac 


3 


* ( 0 ) - 


இங்கு x , V என்ற மாறு ராசிகள் பிரிக்கக் கூடிய முறையில் 
அமைய வகை ( 1 ) -ல் தீர்வு கண்ட முறையில் , தீர்வு காணலாம் . 


dx 


அதாவது / 


dv 
* ( 0 ) 


= 


+ c என்ற தீர்வு கிடைக்கும் . 


0 


அதன் பின் 


3 = 9 ( x ) அல்லது 

9 , ( v ) என்ற தீர்வுகாணலாம் . 


W 


5 = 


31 

என 
W 


ஈடு செய்ய , x , y என்ற ராசிகளின் கோவை 


யாக ஒரு தீர்வு கிட்டும் . 


18 • 221 எடுத்துக்காட்டு : தீர்வு காண்க : 

dy 

+ y ( x + y ) = 0 . -- 
dx 


32 


அதாவது 


dy 
dx 


-y ( x + y ) 

22 


- DC 


என ஈடு செய்தால் , 

dv UN ( x + ix ) 
+ x 
dx 

2 


= - ( 1+ ) 


வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் 


211 


dv 


02 - 0 


da 


20 


12 


dw 


dv 
- ( +2 ) 


ஆனால் 


1 


- 


7 ( +2 ) 


2 


-1 . * = / * 

+ -1 ] 
+ ( + - - ) as = / * 
* +i log ( + ) = log ce 
log ( 

( +2) - log art 


+2 

= : c2 22 தீர்வாகும் 


9 


- 


என மறுபடியும் ஈடு செய்தால் , 


- 


y + 26 

c2 02 

y 
அதாவது y + 20 

kray தீர்வாகும் . 
இச் சமன்பாட்டில் x = 1 , y = 1 என்ற கட்டுப்பாடு கொடுக் 
கப்படுமானால் , 

1 + 2 
3 way 

= 2x + y தீர்வாகும் . 


பயிற்சிகள் 18 ( c ) 


- 


1 . 


dy 
dx 


U V x2 + y - x (x + V x2 + y ) 


2. 


w2 


-- 


dy 

y2 + 2 xy ( x = 1 , y = 1 கட்டுப்பாடு ) 
dx 
dy 

y { y - 2 x ) 
dx x ( x - 2 ; ) 
I.C - 14A 


3 . 


- 


தொகை நுண்கணிதம் 


4. 2x sin i 


dy 
der 


2.4 in + ( 2 ) + 3 y cos + ( 2 ) - 3 5 006 ( 2) * 

( 2 ) -y cos ( 2 ) + # 000 ( 2 ) 


5 . 


sin 


dy 
dx 


- 


6. ( 13 

( y3 - 3 ) 


dy 
dx 


3 + y 


( 2y1 - 4 ) 


dy 
dat 


= y ( y * - * ) 


dy 


8. xy 


( 3 + y ) 


dx 


9 . 


dy 

x2 + 3 
+ 
dx 3x2 + y 


0 . 


10. = ( a - y ) 


dy 
da 


+ y = 0 . 


மாற்றி 


18-23 வகை 3 : சமபடித்தானச் சமன்பாடுகளாக 
யமைக்கக் கூடியவை : 

dy aw + by + C 
dx la + my + m 


--- 


என்ற சமன்பாடு 

சமபடித்தானச் சமன்பாடல்ல . 
ஆனால் பின் குறிப்பிட்ட முறையில் அதை ஒரு சமபடித்தானச் 
சமன்பாடாக்கி , அதன் தீர்வு காணலாம் . 


- 


X + h 
y = Y + k என ஈடு செய்க ; 


h , k மாறிலிகள் . 


அப்போது de 


dy 


- 


dy 
JX ) 


us by + = 


a X + b Y + (ah + bk + - c ) 
IX + mY + (th + mk + n ) 


le + my + m = 


வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் 
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இங்கு , ah + bx + c = 0 


ih + mk + n = 0 


என்ற கட்டுப்பாடு கொண்டு , h ; 1 நிர்ணயிக்கவும் . 


எனவே , 
dy a X + 6 Y 
dx = 1X + mY என்ற ஒரு 
கிடைக்கும் . 


சமபடித்தானச் 


சமன்பாடு 


Y 


VX என 

ஈடு செய்து , வகை ( 2 ) -ல் கூறியபடி , தீர்வு 
காண்க . 

Y = f ( X ) என்ற தீர்வு கிடைக்கும். 


அங்கு , Y = y - k ; X = x - 1 என ஈடுசெய்து - 

y == F (x ) என்ற முடிவான தீர்வு காண்க . 


a 


b 


= 


ஆக a , b , 1 , m , அமைந்திருந் 


m 


குறிப்பு : ஆனால் 

1 
தால் முன் முறைப்படி , 


ah + bk + c = 0 

l h + m k + n = 0 
என்ற இரு சமன்பாடுகளும் ஒன்றுக்கொன்று முரண்பாடாக 
இருக்கும் . 


b 
ஏனெனில் 1 . 

= P ஆனால் , h , l காணப்பயன்படும் 

m 
சமன்பாடுகள் , 

lph + m p k + c = 0 

lih + m k + n = 0 
என வாகி , h , k காண இயலாத சமன்பாடுகளாகிப் பயன் 
படாது போகும் . 


இந்த நிலையில் , 

a x + by = 2 என ஈடு செய்து , தீர்வு காணலாம் . 
எடுத்துக்காட்டு பின்னர் சொல்லப்பட்டிருக்கிறது . 
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18.231 எடுத்துக்காட்டு ( 1 ) 


தீர்வு காண்க : 


( .y 


x + 2y - 3 
2 + y 

3 


x = X + 
Y = Y + k என ஈடு செய்ய , - 


d Y 
d . X 


- 


X + 2Y + + 2k 3 
2X + Y + 21 + k - 3 


1 + 2k - 3 = 0 
21 + 3 : 0 என்ற கட்டுப்பாட்டில் , 
h = 1 , k = 1 ஆகும் . 


- 


- 


எனவே , 


dY 
dx 


X + 2Y 
2.X + Y 


இங்கு Y = vX என ஈடு செய்தால் , 

du 

1 + 20 
0 + X 

dX 


2 + 


dv 
JX 


1 + 21 
2+ ப 


1 + 20-20-12 


2 + 


1 


1032 


2+ 


* / + - / * 
s log ( 14 ; ) - , log ( 1- + ) = lage x 


ஃ log ( 1 + v ) - log ( 1 - v ) - } log ( 1 + 1 ) 

- 1 log ( 1 ) - V ) = log cx 


வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் 


log.cX 


( 1 + v ) 1/2 
:: log 

( 1 - 1 ) 3/2 
( 1 + 0 ) 1/2 

= c X 
( 1 - 1 


1 } 3/2 


இருபக்கங்களையும் இருபடிக்குயர்த்தினால் 

1 + 

= AX2 
( 1 - 1 ) 
Y g 

1 

என ஈடு செய்தால் 
XX 

] 


0 


y 


- 


| 


1 + 


x - 1 
9-- 13 


= A ( c - 1 ) 2 


( 1 


W 


-1 


அதாவது முடிவான தீர்வு : 

( x + y -- 2 ) = A ( x - y ) 3.. 


எடுத்துக்காட்டு ( 2 ) : 
( குறிப்பில் கூறப்பட்ட வகையைச் சேர்ந்தது) . 

dy 2x + y - 1 
தீர்வு காண்க : 

dx 4x + 2y + 11 
இச் சமன்பாடு குறிப்பில் கூறிய வகைப்படும் . 


0 = 


இங்கு 

X -- h . 

y = Y + k . 
என்று ஈடு செய்து , 1 , 1 காணப்பயன்படும் . 
சமன்பாடுகள் 26 + ls 1 . 

4k + 27 1 . 
என்ற முரண்பட்ட சமன்பாடுகளாகும் . எனவே , இந்த 
ஈடு முறையை விடுத்து 2 = 20 + 9 என ஈடு செய்வோம் . 
dz 

dy 
அப்போது 
dx 

da 


- 


2+ 


dy 


da 


dx 


dx 


தொகை - நுண்கணிதம் 


மேலும் 


1 . 


2x + y - 1 
4x + 2y +1 = 22 + 1 . 


எனவே , கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடு 
dz 

T1 

என மாறும் . 
dx 

22 + 1 


2 


- 


}| 


da 


2 


1 


அதாவது 


--- 


+ 2 


dir 


22 + 1 


- 


52 +1 
22 + 1 ) 


மாறு ராசிகளைப் பிரித்தெழுதினால் , 
22 + 1 

dz fda .. 
bz + 1.1 


- 


2 


/ 


- 


3 
5 (52 + 1 ) 


] 


d2 = x + c 


2 


3 


2 + 


log (52 + 1 ) 


- 


N + . 


5 . 


25 


3 


log ( 100 + 59 + 1 ) 


= 


2 

( 2s + y ) + 

5 
என்பது 

தீர்வாகும் . 


- 


25 


x + c 


-- 


இதையே , 
10 ( 20 + y ) + 3 log (10x + by + 1 ) 

250 + 1 என 
எழுதி , 
3 log ( 10x + 5y + 1 ) 

5m 

10y + c எனத் 


- 


- 


தீர்வு 


காணலா 


பயிற்சிகள் 18 ( d ) 


3x 


y 


1 


1 . 


dy 
dx 


3 + 3 


20 + 29 


2 


2 . 


dy 
dx 


30 + y 


5 


20 


dy 
dx 


4 + 1 


3 . 


29 + 3 


--- 
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4 . 


dy 
dx 


2 : + 91 - 13 
6x + 20 -- 14 


* 5 . 


1 


* 6 . 


( 1 + 2y ) da = ( 4 - x ) dy 


7 . 


( 3w -- 29 + 1 ) ds 


( 3w + 29 - 1 ) dy 


8 . 


48 + 6y + 5 
28 + 34 + 4 


dx 
dy 


dy 


9 . 


( w - y ) 


( x + y + 1 ) 


dac 


dy 


10 . 


- 


x + y +1 
20 + 29 + 3 


dx 


18.24 வகை 4 : சில பல ஈடுபாடுகள் செய்து வகை ( 1 ) க்கு 
மாற்றக்கூடிய சமன்பாடுகள் : பின் கண்ட அமைப்புக்களை 
ஆராய்வோம் : 
(i ) of ( ay ) du + og ( wy ) ay 20 . 

dy 
( ii ) 

f ( am + by ) 
dx 


- 


-2 


என 


( i ) இந்த சமன்பாட்டில் y 

ஈடு செய்தால் , 
வகை - ( 1 ) க்குக் கொண்டுவந்து தீர்வு காணலாம் . 


எடுத்துக்காட்டு : 

" y (x y + 1 ) d e + x ( vy – 1 ) dy = ° 


0 . 


X Y = 2 என 


செய்க . 


வகைக்கெழுகண்டால் , 
dy 

da 
dx 

da 


W 


+ ! 


- 


* - + ( 4 - 3) 
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கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடு , 


dy 
dx 


-- y ( xy + 1 ) 
T ( ry - 1 ) 


- 


= = ( 4 ) 
- ( 4 ) - % = -2 ( + ) 

* ( +1) 
( 1-4 ) 


- 


dz 
da 


dz 
da 


y 


29 
1 


2 


22 


( 2 


1 ) 


-da 


22 


dx 


x ( 2 -1 ) 


1 


/* 


dz = 


-- 


da 


2 


2 - log 2 = 

log ce - 2 


2 = 


log ce - 22 


log ( 2 ) 


CO 


= 


2 


Coy 
22 


exy 


11 


அதாவது 


C 


( 1 ) 


= exy என்பது தீர்வு . 


அல்லது 


A xexy என்பது தீர்வு . 


21 
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( ii ) 


dy 
da 


f ( ax + bg ) - 


2 


aa + by என 


- 


செய்து வகைக்கெழு 


கண்டால் , 


da 


--dy 


a + b 


dx 


dx 


1 


dy 
dx 


( 2 ) -- 


--- 


b 


1 da 


b dx 


b 


da 


= bf ( 2 ) 


da 


dz 


a + bf ( 2 ) 


da 


| da 


Ja = / +59) 


என்றபடி , 


தீர்வு கிடைக்கும் : 


da 

எனத் 

a + b f ( 2) 
C என்ற மாறிலி கூட்டிக்கொள்க. 


எடுத்துக்காட்டு : 

dy 

= a (x + y ) 
dat 


2 = x + y என ஈடு செய்தால் 
da dy 
dä 

dx 


1+ 


dy 


dz 


1 . 


dx 


dx 


* 


2:20 
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* = ( 4-1 ) -- 2 


dz 


1+ 322 


dx 


= /*-1.* 

1 ) 


தொகைகாண , 


1 tan - 11 
+ C = 

1 

Va 
அதாவது Va ( x + c ) 
= tan - 1 2V/ 


( v ) 
[ * 

( e + 3) V = ] 
[ va (s +o ] - - 


- 


tan - 1 


அல்லது 


tan 


= ( x + y ) Va தீர்வாகும் . 


பயிற்சிகள் 18 ( e ) 
தீர்வு காண்க : 

dy y ( xy + 1 ) 
1 . 

+ 
dx x ( 1 + xy + x y ) 


0 . 


2 . 


y ( 1 - wy + 3 y ) dw + (my - wy ) dy = 0 . 


3 . 


= 


y ( 1 + 2 xy ) dar + x ( 1 - xy ) dy 0.) 
(2x2 + 342 - 7 ) x dr - ( 3x2 + 2y2 - 8 ) y dy = 


4 . 


0 . 


22 = u ; y : = 3 ஈடு செய்க . ) 


( குறிப்பு : 

dy 
5 . 

dx 


sin ( x + y ) 


dy 


cos ( + y ) . 


da 


பகுதி 19 . 


வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் ( தொடர்ச்சி ) . 


. 


பொருத்தமான வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகளும் , அவ்வகைக்கு 
மாற்றக் கூடிய சமன்பாடுகளும் . 
( Exact differential equations and equations reducible to that 
form ) : 

dy 
19.1 . F ( ax , y ) = c என்ற சார்பிலே , 

கண்டு , அதை 

dx 
யொட்டியமைக்கப்பட்ட ஒரு வகைக்கெழுச் சமன்பாடு , 
பொருத்தமான சமன்பாடு எனப்படும் . 

எடுத்துக்காட்டாக , 
x + y + m y + wy ? 

- dy 
சார்பில் , 
da 

dy 
302 + 3y 

+ 2xy + x2 
dx 

dx 


C. 


- 


என்ற 


காண , 


dy 


dy 
42 + 2ay di 


- 


C 


dy 
das 

(x2 + 2 y + 3 y ) + (322 + 2 xy + ye) = 0 
எனவே , 

• (3x2 + 2 xy + y ) du + ( x2 + 2 xy + 3 ye ) dy = 0 ( 1 ). 
என்ற 

வகைக்கெழுச் சமன்பாடு அமைகிறது . இதன் தீர்வு , 
3 + 3 + 9 + . 

என்பது வெளிப்படை 
இவ்விதமாக அமைக்கப்பட்ட சமன்பாடு ( 1 ) ஒருபொருத்த 
மான சமன்பாடு எனப்படும் , 
19.11 

ஒரு கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடு பொருத்தமானது என்று 
எப்படி முடிவு கட்டுவது ? அதன் தீர்வு காணும் 

வழி 
யாது ? 

இப்போது 

ஆராய்வோம் . 


வைகளை 


222 


தொகை நுண்கணிதம் 


ஒரு முதல் வரிசை , முதற்படிச் சமன்பாடு பொருத்த 
மானதாக விருக்க ( 1 ) தேவையான, ( 2 ) 

போதுமான 
கட்டுப்பாடு என்ன ? 
அதாவது 

M dz + N dy = 0 என்ற சமன்பாடு எப்போது 
பொருத்தமானதாயிருக்கும் ? 


அது பொருத்தமான தாயிருப்பின் , அச்சமன்பாடு , 


F (x , y ) = c என்ற 
வேண்டும் . 


சார்பையொட்டி அமைந்திருக்க 


= 


dy 


; N - 


அப்போது , 
dF Mds + N dy 
OF 

OF 
ds + 
ar 

ay 
OF 

OF 
எனவே , M 

ar 

ду 
என்ற கட்டுப்பாடு தேவை . 

2 F ам aN 
F ஐ நீக்கி விடுவதற்காக , 

என்பது 
ay ах 

ам AN 
பெற்ப்படும் . 

என்ற 

கட்டுப்பாடு 

x 
தேவையானது ( Necessary ) . 

இரண்டாவதாக , M de + Ndy = 0 என்ற சமன்பாட்டில் , 


- 


ах ду 


எனவே 


ay 


T 


ам 


ON 


ஆனால் அச் , சமன்பாடு 
ay 

பொருத்தமான தா ? 
ar 

2 м AN 
அதாவது 

என்பது ஒரு போதுமான கட்டுப்பாடா 
dy ax 
வென ஆராய்வோம் . 


கொண்டு 


M என்ற சார்பில் , 9 ஐ 

ஒருமாறிலியாகக் 
TM dx = V எனக்கொள்வோம் . 

ay 
அப்போது 

M. 
ar 
22 V ам ON 

( கொடுக்கப்பட்டது ) 
ах ду ay aa 
ON 

ay 
ax 

ax ay 


* ( 33 ) 
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3 223. 


ஃ N 


ds + 


aw 


- 


ay 

+ $ 1 ( g) ; ¢1 ( g ) ஒரு பு - சார்பு 
ay 
ay 

av 
.. Mdu + N dy == 

dy + 01 ( y ) dy 

ay 
= d [ V + 4 ( y ) ] என்ற ஒரு பொருத்தமான 

O M C N 
நுண் அமைப்பு . எனவே , 

ay 

ஆனால் , 
M dx + N dy என்பது d [ V + ( g ) ) என்ற ஒரு பொருத்த 
மான வகை நுண் அமைப்பாக வாகிறது . 

தீர்வு V + ¢ ( g ) = 0 எனப் பெறப்படும் . 
எனவே , முன் கூறப்பட்ட 

ஆராய்ச்சியில் , 

பின் வரும் 
தேற்றம் பெறப்படுகிறது : 


வகை 


a m 


) 


M dr + N dy = 0 என்ற ஒரு வகைக்கெழுச் சமன்பாடு , 

AM ON 
பொருத்தமான தாயிருப்பதற்கு , 

என்ற கட்டுப்பாடு , 

ду dx 
தேவையானதும் , போதுமானதும் ஆகும் . 


19-12 தீர்வு காணும் முறை : 

ам AN 
M ds + N dy = 0 என்ற சமன்பாட்டில் 

எனக் 

ay да 
கொள்வோம் . எனவே அது ஒரு பொருத்தமான வகைக் 
கெழுச் சமன்பாடாகிறது . 


இதன் தீர்வு காண , 
முதலில் , 4 ஒரு மாறிலியெனக் கொண்டு , JM de என்ன 
வென அறிக . பின்னர் அத்தொகையில் இல்லாத உறுப்புக்கள் 
IN dy ல் எவையெவை எனக்கண்டு , 

இரண்டையும் கூட்ட , 
தீர்வு கிடைக்கும் . 
எடுத்துக்காட்டு ( 1 ) தீர்வு காண்க : 

( c2 - 2 xy - y ) dx - ( x + y + 2 xy ) dy = 0 
ам 

ON | 
2x 
ду 
எனவே இது ஒரு பொருத்தமான சமன்பாடு . 
J ( ce -- 2 xy -- y ) dr = c x – x y - xy 

( 1 ) 

13 
W2 - y 2wy ) dy 

w ம் (2) 
3 


= 


2y 


24 
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My 


= 


y 


- 


( 2 ) ல் உள்ள , - x2 y - ry : ( 1 ) ல் உள்ளது . 

13 
( 2 ) ல் இருந்து , ( 1 ) ல் இல்லாதது 

3 

13 
எனவே , தீர்வு c x 

xy2 

A. 
3 

13 
இதையே Ndy 

wy என்று முதலில் 

3 
கண்டு , பிறகு , 

My - wy என்று கண்டு , 
JNdy ல் இல்லாமல் JM da ல் இருப்பதை 

TN dy ஓடு சேர்த்துத் தீர்வு காணலாம் . 
எடுத்துக்காட்டு ( 2 ) தீர்வு காண்க . 
( 3e 3x y – 2 x ) ds + e 3x dy 0 
aM 

ON 


- 


SM dx 


c2 x 


- 


= 3e 3x 


y 


Ow 


, 


31 


ge 


எனவே இது பொருத்தமான சமன்பாடு . 
Jexdy = 

( 1 ) 
J ( 3e3x y - 2 x ) dx = ye 3r - x2 
( 2 ) ல் உள்ள ye 31 ( 1 ) ல் உள்ளது ; 
(( 2 ) ல் இருந்து ( 1 ) ல் இல்லாதது 32 

எனவே தீர்வு ye 3x - x2 = A. 
19.13 வேறு சில அமைப்பிலுள்ள சமன்பாடுகள் , நேரடியாகப் 
பொருத்தமானச் சமன்பாடுகளாக இல்லாவிடினும் ,, 

ஒரு 
குறிப்பிட்டச் 

சினையால் பெருக்கினால் , அவைகளைப் 
பொருத்தமான சமன்பாடாக மாற்ற இயலும் . கீழ்க் 
கண்ட சில விதிகள் அம்மாற்றம் செய்யப் பயன்படும் . 
19.14 மாற்றம் செய்யப் பயன்படும் அப்பெருக்குச் சினைகள் , 
தொகைப் பெருக்குச் சினைகள் ( Integrating factors ) 
எனப்படும் . 


சினை களும் : 


விதிகளும் , தொகைப் பெருக்குச் 
Mdx + Ndy = 0 என்பது சமன்பாடு . 

ам AN 
( 1 ) ay 

xெ 

f ( c ) ஆனால் , 
N 
S f ( x ) dx 
தொகைப் 

பெருகுச் 


சினையாகும் . 


e 
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M O N 
( 2 ) 0 O === $ ( 3 ) ஆனால் , 

M 
Sø ( y ) dy 

தொகைப்பெருக்குச் சினை யாகும் . 
( 3 ) M dx + N dy = 0 

என்பது 

ஒரு சமப்படித்தான 
கோவையாக 

இருந்து Ma! + Ny + 0 ஆனால் , 


| 


e 


1 

தொகைப் பெருக்குச் சினையாகும் . 
Mw + Ny 
( 4 ) M dx + N dy 

0 என்பதை , 
yf ( xy ) da + x s ( ry ) dy == 0 என்ற அமைப்பில் எழுத 

1 
முடியுமானால் , Ma # Ny ஆகும்போது , 

தொகைப் 

Mx 
பெருக்குச் சினை யாகும் . 


Ny 


. 


பயன்படுவன 


( 5 ) மேலும் , கீழ்க்கண்ட சில விதிகளும் 
வாம் : -- 


உறுப்புகள் . 


தாகைப் 


பெருக்குச்சினை . 


பொருத்தமான 
வகை நுண் 
அமைப்பு . 

( 3 ) 
ydac 

g 


( 1 ) 


( 2 ) 


( i) wdy -- yda 


1. 


ydx - edy ) 


(ii ) wdy - yds 


d 


- ( vale 


32 


y 


( 5 ) 
by * = d lag ( 2 ) | 


1 


( iii ) wdy - yda 


8y 


x dy 


( iv ) xdy - yd.c 


y dx 


x2 -- y 


R2 -- y . 


--- 


vdy yda 

2 


1 


1 + ( 2 ) 
= a [ian (2 )] 


I.C .-- 15 


erd | - 


: 


- 


-- x ( ac dy 

தொகை நுண்கணிதம் 
19-15 எடுத்துக்காட்டு ( 1 ) . 
தீர்வு காண்க 

y ( 1 - c) ds 

a dy 0 
M 

9 ( 1 - w ) 
N 
ам ON 

1 

x +1 
dy 

ar 
N 

2 
1 

f ( w ) 
19.14 விதி ( i ) படி , தொகைப் பெருக்குச் சினை 

2 

da 
W- 2ex 
.. 2 ex y ( 1 

w - 2 ex w dy = 0 

( x ) y 
அதாவது 

ex dr 

0 


e 


- c ) ds 


- 


- 


12 


y 


அதாவது 


d 


e 


C 


( 
4 ( * " ) - 


அதாவது 


e.xy 


.. தீர்வு 


C. 


0 


அல்லது 

9 

Cxe - x 
எடுத்துக்காட்டு ( 2 ) 
தீர்வு காண்க : 

y ( 2xy + 1 ) dv + ( 1 + 2 xy - 03y ) dy = 0 
அமைப்பு : yf ( wy ) dy + + (xy ) dy = 0 

M == y ( 2 xy -- 1 ) 

N x ( 1 + 2ay 
இங்கு Mac --- Ny # 0 ஆனால் , இங்கு 19-14 , விதி ( 4 ) -ன் படி , 

1 
Mr -- Ny 

ஒரு தொகைப் பெருக்குச் சினையாகும் . 
1 

1 
Mx NY 2 x y + vy - Ty - 2 x2 y : + + y4 

1 
My 


83 ) 


= 
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தொகைப் பெருக்குச் சினையால் பெருக்கினால் 


2 1 

1 

2 
+ 

dy = 0 . 
y 

4 
Mi da -- N1 dy = 0 என்ற அமைப்பு 
ML 4 

3 
y 3 y 
ON1 

3 

4 
204 74 

23 13 
MI ON1 
y 
ஃ Ml lw + N1 dy = 0 ஒரு 

பொருத்தமான 

சமன் 
பாடாகும் . 

2 1 

1 

1 
--- 

dx 
83 

323 3 


f ( x + - )) ty-- - * - log y 


ஃ . தீர்வு முறைப்படி , 

1 
x2 | 

303 3 
1 

1 
2 y 

303 3 


logy = - C 


+ 


+ logy 


- 


A தீர்வாகும் . 


பயிற்சிகள் 19 ( a ) . 


தீர்வு காண்க : 
1. (02 

4 oy - 2 ye ) de + ( y ’ – 4 xy - 222 ) dy = 0 


- 


. 


2 . 


ax + hy + g 
+ 

hu -- by + f 


பங் 


0 : 


day 


3. ( ey --- 1 ) cos x du + ey 


sin i dy 


0 . 


4. y ( x2 + ya + al ) dy + x ( x2 + y ? -a2 ) da = 0 


5. ( 2 + y ) n ( cy : dx -- ay Iy ) = 0 என்ற சமன்பாடு ஒரு 
பொருத்தமான சமன்பாடானால் , பன் மதிப்பு என்ன ? 
கண்டபின் தீர்வு காண்க : 

I.C .-- 15A 


228: 


தாகை நுண்கணிதம் 


1 


- 


6. ( 20 - y ) ds + 

- y ) da + ( 2 y + c ) dy 


மக்கு 


x2 + y 
அதன் தீர்வுகாண்க . 


தொகைப் பெருக்குச் 


சினை யானால் , 


7. ( v2 y3 + 2y ) du + (20 


203 ye ) dy 


8. x de + y dy + 4 y3 ( x + y ) dy = 0 . 

1 
( குறிப்பு : 

ஒரு தொகைப் பெருக்குச்சினை ) . 
x2 + y 


2y ) 


9. ( 2 xy e x2y + yae xy2 + 1 ) das + (a2e x2y + 2ry e xy2 
dy 


சமன் 


19.2 நேரிய சமன்பாடுகள் ( Lineal Equations) . 

dy 
அமைப்பு : 

+ Py | 

Py = Q 

da 
என்ற 

பாட்டில் , P- ம் . Q- ம் , 

மாத்திரம் 
சார்புகள் . P , Q 

இரண்டும் 
பொருத்த 

மாறிலி 
களாகவும் இருக்கலாம் . 

dy 
+ Py - 

0 என்பதற்கு 

do 
தீர்வு காண்போம் . 
dy 

Pda 
3 
log y 


முதலில் 


SPdx 


Ce 


- SPdx 


9 


SPdo 

= C என்பது தீர்வாகும் ; 


ye 


இப்போது 4 [ r / Pe ) - 4 [ ] 


0 


dy 
da 


fPda 


S Pd : 

P = () 


e 


அதாவது , 


+ ye - 


இதை 


- 


dy 
dx 


-- Py 


0 என்ற சமன்பாடோடு 
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ஒப்பிட்டுப் பார்க்கும்போது , 
S P dot 

dy 
+ Py 

0 
dx 


என அறிகிறோம் . எனவே , 


. 


SP da 


ஆல் பெருக்கினால் , 


நமக்கு , 


1 ஐ 
[ 1 


d 


/ Pale 
ye 


dy 
கிடைக்கிறது . ஆகவே , + Py = 0 என்ற 

dx 


சமன்பாட்டிற்கு 


/ P de என்பது ஒரு தொகைப் பெருக்குச் 


சினையெனத் தெரிகிறது . 
இதைக்கொண்டு , 
dy 

+ Py = Q 
do 


. 


என்ற 


சமன்பாட்டின் தீர்வு 


இருபக்கங்களையும் / 2 das 


e 


காண்போம் . 

இச்சமன்பாட்டின் 
ஆல் பெருக்கினால் , 

2 ds / dy 

+ Py 

dx 
இடது கைப்புறம் 

d 

da ge 
என்ற ஒரு 

பொருத்தமான ( exact ) வகைக்கெழுப் பகுதி 
கிடைக்கிறது . 


Qe SP.dx 


= 


வலது கைப்புறம் 
எனவே , 


d . 
dx 


I P das 
ye 


[ 


s 


" " -o! Pic 


IPds 


/ P da 

+ C 


e 


SP dx: 


ye 

dix 
என்ற தீர்வு கிடைக்கிறது . 

( 

da 
எனவே 

+1 y === Q என்ற சமன் பாட்டிற்கு e 
தொகைப் பெருக்குச் சினை . அதைக் கொண்டு இரு பக்கங் 
களையும் பெருக்கினால் , 
SP dx 

கிடைக்கிறது 
d 


230 . 


தொகை நுண்கணிதம் 


எனவே தீர்வு , 


VP&# - Ja /Pe= ax + c . 


19-21 எடுத்துக்காட்டு ( 1 ) : 
தீர்வு காண்க : 

dy 2 

+ 
dx 


ex . | 


0 


இங்கு / Pd = = / as - log = 


? 





SP dx 


log x2 


= e 


2 


log x2 


• 


- 


எனவே , தொகைப் பெருக்குச் சினை x2 
d log 
ye 

= ex . 
dw 
எனவே தீர்வு , 

y x2 = / ex . x2 d x + C 

( x2 23 + 2 ) ex + C 
எடுத்துக்காட்டு ( 2 ) : 

dy 
தீர்வு காண்க : 

( 1 - 3ry ) + y = 0 இங்கு 3 ஐ சார் 

da 
புடை மாறியாகவும் ( dependent variable ), y ஐ சார்பில் மாறி 
யாகவும் கொண்டு சமன்பாட்டை மாற்றி அமைக்கவேண்டும் . 
இவ் வழியிலும் சிலசில சமன்பாடுகளின் தீர்வு கிடைக்கும் . 
dy 

1 
dx 

1 


= 


dx 


3 my 
3 xy 


-- 


dy 


y 


30 


1 


-- 


y 
3 


1 


dx 
dy 


--- 


t 


இங்கு / P & = 


9 

3 

dy 

y 
log 1-3 

1 


- 


log 


13 
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SPdy 
எனவே தொகைப் பெருக்குச் சினை = e 


-e 


1 


43 


* 4, F + ) -- 
: * -- / + 


1 1 

ஃ 
42 13 


dy 


1 


-- 


+ C தீர்வாகும் . 


dy 


19.3 . 


+ Py 


-- 


Q என்ற அமைப்புக்கு மாற்றக்கூடிய 


dx 
ஒரு சமன்பாட்டு 


வகை : 


dy 
dx 


+ Py = yெ 


இங்கு P , Q இரண்டும் : ஐ மாத்திரம் ஒட்டிய சார்பு 
கள் . இச் சமன்பாட்டை குறிப்பிட்ட ஈடு 

செய்து 


+ Plv = Q என்ற அமைப்பில் பின் கூறியபடி கொண்டு 
dx 
வரலாம் . [ P1 , Q1 இரண்டும் : ஐ மாத்திரம் ஒட்டிய சார்புகள் . ) 


dy 

+ Py = Qy " ஐ எடுத்துக்கொள்வோம் . இருபக்கங் 
dx 
களையும் , " ஆல் வகுக்க , 
1 dy 

P 

= Q என்ற சமன்பாடு கிடைக்கும் . 


TN - 1 


. 


yn dic 


1 


--- 


இங்கு 


ப என ஈடு செய்தால் ,, 


In - 1 


( 


1 ) dy 

dir 


வெளிப்படை . 


g 


da 


1 . 


dy 


. 


எனவே , 


} 
n - 1 dy 


ஆகவே , கொடுக்கப்பட்ட 


g " 


சமன்பாடு , 


தொகை நுண்கணிதம் 


- 


1 


To 


ve 


- 


+ Py 

Q என்ற 

என்ற அமைப்பில் வரும் . 
m - 1 ds 
இருபக்கங்களையும் , - ( n - 1 ) ஆல் பெருக்க , 
dv 

P ( n -- 1 ) 1 = -- Q ( n - 1 ) 
dx 
அல்லது 
dv 
+ Plv 

என்ற அமைப்பில் 

வரும் . 
dx 
இங்கு P1 , Q இரண்டும் X- ஐ மாத்திரம் ஒட்டிய சார்பு 
களாம் . 
எனவே , இதன் தீர்வு 
JPl ds . 

SP dx 
dx 

+ C 
எனக் கிடைக்கும் . 

1 

என ஈடு செய்ய , நமக்கு , 
n --1 

g 
X , y தழுவிய 

தீர்வு 

கிடைக்கும் . 
19.31 . எடுத்துக்காட்டு : 

dy 
தீர்வு காண்க : 2 

y - 413 
dx 
y 

23 
அதாவது , 

(dx 

20 
இரு பக்கங்களையும் பூ ஆல் வகுக்க , 
1 dy 

1 

2 
y dx 

20 
1 
இங்கு 

ஈடு செய்தால் , 
12 
dy 

கிடைக்கும் , 
dx 
1 dy 

1 day 
y 

ds 
1 A } 

2 
2 

4 
எனவே , + 

என்ற சமன்பாடு 
dr 
சிடைக்கிறது . 


- 


dy 


என 


- 


13 


--- 


ஆகவே , 


7 ! 


. 


71 


வகைக் கெழுச் சமன்பாடுகள் 


2.33 


dy 


( இது 


+ Py = Q என்ற அமைப்பிலுள்ளது . 


d x 


இதன் தீர்வு முன்னர்போலக் காணவேண்டும் 
SP dx Jtdx == log x 

SP dx log . 


- 


e 


0 . 


எனவே தொகைப் பெருக்குச் சினை = 8 . 

d 


4 


(37) 


* 


dx 


4 


V 


S 4 doc 

4 x + . 
i 
y2 


ஆனால் 0 = 


* 


தீர்வு , 


4 x + G 


அல்லது 


x == y3 ( 4 x + c ) 


பயிற்சிகள் 19 ( b ) 


தீர்வு காண்க . 

dy 
1 . 

dc 


20 


+ 


y 


-1 .. 


x2 


2 . 


dy 
ds | 


+ 


x + vl - x2 

( 1 - x2j2 - 


( 1 


x: 2 ) 3/2 - 


13 


. 


3 : 


dy 
dx 


-- 


y 


V 


ma 


day 


4.1 
+ 

1 + 2 


2 } 


1 
( a2 + 1 ) 3 


- 


dv 


dy 


5 . 


cos ? y 


+ y 


- 


tan x 


dy 


6 . 


+ y cos x = sin 2x ( கட்டுப்பாடு : x = 0 ; y = 0 ] 


dx 


1234 


தொகை நுண்கணிதம் 


7 . 


- 


8 . 


- 


9 . 


dy 
29 38 

exy4 
da 

dy 
5 ( 1 + ) 

ey - x ( 1 + x2 ) y6 

dx 
dy 
da 
dy 

dy 
y 

1 + 2 
da 

dx 
dy 
( y - ) 

a2 
dx 

dy 
( 26 101 ) 

+ y = 0 . 
dx 


3 +1 
200 + e - 2y 


10 . 


* ) 


* 


- 


( 


a 


11 . 


12 . 


19.4 முதல் வரிசை வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் , ஆனால் முதற் 
படி அல்லாதவை . 


முன் பகுதிகளில் , முதல் வரிசை , முதற்படிச் சமன்பாடுகள் 
சில கண்டோம் . இப்போது முதல் வரிசை , ஆனால் முதற்படி 
அல்லாத சில சமன்பாடுகள் காண்போம் . 

dy 

p எனக் கொள்வோம் . 


இங்கு dw 


( 1 ) 


ஒரு வகைக்கெழுச் சமன்பாடு , 

[ p - .f ) ( x , y ) ] [ p - f ? ( x , y ) ] . . . . . [ p - fa ( x , y ) ] = 0 
என்ற அமைப்பில் இருப்பதாக வைத்துக்கொள்வோம் . 

p = f ( x , y ) ; 
p == f 2 { x , y ) ; 


m == fn ( a , y ) . 
என்ற சமன்பாடுகள் கிடைக்கின்றன , 

எனவே , 
p = f { x , y ) - ஐ எடுத்துக்கொண்டால் 

dy 

f ( x , !/ ) . 

d.x 
பகுதிகளில் காட்டப்பட்ட ஏதாமொரு 

முறையில் 
இதன் தீர்வு , 

, ( 3 , !/) + C என அறியலாம் ; 
அல்லது F (a , } , ; ) == 0 எனவும் அமையலாம் ,. 


முன் 


- 


. 


வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் 


இவ்வாறே 11 தீர்வுகள் கிடைக்கப்பெறலாம் . 
அதாவது , 

F , ( x , y , c ) O 
F, ( x , y , cg) O 


= 


Fn ( x , y , cn ) = 0 
எனத் தீர்வுகள் அமையலாம் . 

இத் தீர்வுகள் யாவும் ( 1 ) ன் தீர்வுகளாகும் . மேலும் , 
இத் தீர்வுகள் யாவிலும் , C ,, Cg , . . . 

C , C,, . . . Cn க்குப் 

Cn க்குப் பதிலாக C 
என்ற ஒரே மாறிலியைக் கொண்டாலும் , தீர்வுகளின் பொதுத் 
தன்மை மாறாது . மேலும் , இத் தீர்வுகள் யாவற்றையும் , 
F , ( x , ! , c ) x F , ( x , y , c ) x . . . . F) (x , y , c ) 

= 0 எனவும் 
எழுதலாம் . 

19.41 சிறப்பாக , இவ்வகைச் சமன்பாடுகள் மூன்று விதமாக 
அமையலாம் . 

p அறிந்து தீர்வு காணல் ; 
2 . * அறிந்து தீர்வு காணல் ; 

y அறிந்து தீர்வு காணல் . 
முறையே இவ்விதமான சமன்பாடுகளின் தீர்வுகாணும் வகை 
யை சில எடுத்துக்காட்டுக்கள் கொண்டு விளக்குவோம் . 


3 . 


19 : 411 . P அறிந்து தீர்வு காணல் : 

( i ) p - 2p - 3 = 0 
ஃ ( p - 3 ) ( p + 1 ) = 0 
எனவே ற = 3 , H 

dy 

3 
அதாவது de 

dy 

1 என இரண்டு சமன்பாடுகள் 
da 
dy 

3 - ன் தீர்வு காண , 
(ls 
y | 

3x + 
dy 

1 - ன் தீர்வு காண , 
ds 

x - | - 02 


- 


= 


- 


தொகை நுண்கணிதம் 


இதையே , 

( 1 - 3x - cy ) ( y + x - ca) = 0 என்றோ 

( g - 3 x + c ) ( y + x + c ) = 0 என்றோ எழுதலாம் . 
•( ii) தீர்வு காண்க : 
dy 

dy 
3 + g 

= 0 
da: 

dx 
ype + ( x - y ) p -- x = 0 

( y - x ) + V (a – ; )2 + 4 xy 
P 

29 
( y - x ) + ( x + y ) 

29 


( 


= 


* 


- 


2 அல்லது 


y 


= 


dy 
எனவே , 

2 
dx 
இதன் தீர்வு y = 2 x + c . 

dy 
மேலும் 
dw 

g 
y dy + x da 

0 
இதன் தீர்வு x2 + y = 2 
இவ்விரண்டு தீர்வுகளையும் , 

( y - 28 - c ) (x2 + y : - c ) = 0 எனவும் , 
சேர்த்தெழுதலாம் . 

( iji ) தீர்வு காண்க : 

( p + y + a ) ( px + y + c ) ( p + 2a ) = 0 


- 


எனவே 


p 


( x + y ) 


( 1 ) 


dy 
ds 
dy 
da: 
dy 
dx 


1 


= 


p 


( 2 ) 


--- 


= 


- (( + ) 


-) . 


( 3 ) 


- 


P 


= 


- 


-- 


( 1 ) ஐ எடுத்துக்கொண்டால் , 

dy 

d : 
இதன் தீர்வு yex 

/S xes die 
sex --- ex + ( 


( 
1 
) 


237 


dy 


0 


VY | 


- 


x dx 


+ C. 


) 


- 


| (a, p ) 


i வகைக் கெழுச் சமன்பாடுகள் 
( 2 ) -ஐ எடுத்துக் கொண்டால் , 

y 
+ 

1 எனப் பெறப்படும் . 
da 
இதன் தீர்வு 

s 
82 

( 2 ) 
2 
( 3 ) -ஐ எடுத்துக்கொண்டால் , 
dy 

2ல 
dx 
இதன் தீர்வு y 82 + C 

( 3 ) 
இம் மூன்றையும் சேர்த்து , 

( 1 + x - 1 - ce ) ( x2 + 2aey - 2c ) ( x2 + y - c ) = 0 ; 
என்றும் எழுதலாம் . 

19.412 9 அறிந்து தீர்வு காணல் : 
இங்கு , கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டிலிருந்து , y = 
எனத் தெரிவதாகக் கொள்வோம் . 
y = f ( u , p ) 

( 1 ) , 
இருபக்கங்களுக்கும் , 

வகைக்கெழு கண்டால் , 
dy 
p P , 

( 2 ) 
எனவரும் . 
( 2 )-லிருந்து , F ( x , p- , c ) 0 

( 3 ) 
ஒரு தீர்வு கிடைக்கலாம் . 

( 1 ) -க்கும் ( 3 ) -க்கும் இடையே , p- ஐ நீக்கி 
விட்டால் , 

ஒரு V , y 

சார்பு கிடைக்கும் . அதுவே 
வேண்டும் தீர்வாகும் . 

( 1 ) -க்கும் ( 3 )-க்கும் இடையே , p- ஐ நீக்கிய சார்பு 
பெறுவது இயலாது போயினும் , 

( 1 ) -ம் ( 3 ) - ம் தீர்வாக அமையும் . 
எடுத்துக்காட்டு : தீர்வு காண்க . 
1 33 -- a log p 

( 1 ) 
xx -- வகைக்கெழுகண்டால் , 
dy 

dp | 
p da 

p 

dx 

dp 
3 ) p = a 

dx 


இதன் 


dp 


- 


( 


) 


நாம் 


. 


-- 


3 + 


- 


FIRE 


தொகை நுண்கணிதம் 


* / * = 1,25 

+ - + log ( > ) + c . 


அதாவது 


3w 


p - 3 


- 


= Ae 


P 


3 


( 


(2) 


ஃ PS 


30 ) 


(1 


Ae 


3) 


இதை ( 1 ) -ல் ஈடு செய்தால் , 


y - 34 + 


y = 3x + a log 


3 

3x 
Ae 

a 


தீர்வாகும் . 


1 


- 


19.413 . x அறிந்து தீர்வு காணல் : 
இங்கு x = f ( y , p ) 
என அறியவரும் . 


( 
1) 


= 


- 


இருபக்கங்களுக்கும் , y- வகைக் கெழுக்கண்டால் 
1 dx 

dp 
4 

y , P , 
P 

dy 
இதைக் கொண்டு , 
F ( g . p , c ) : 0 

( 2 ) 
எனத் தீர்வு கிடைக்கலாம் . 
( 1 )-க்கும் ( 2 )-க்கும் இடையே , p- ஐ நீக்க , நமக்கு வேண்டிய 
தீர்வு கிடைக்கும் . 
p- ஐ நீக்குதல் அரிதாயின் , 

( 1 ) -ம் ( 2 ) -ம் சேர்ந்து தீர்வாகும் . 
எடுத்துக்காட்டு : 


தீர்வு காண்க : 

rp3 a + bp 
எனவே 

ap3 + bp2. 
பூ வகைக் கெழுகண்டால் , 

1 dx 


3 


( 
1) 


dp 


( * + ) 


P 


dy 


dy 


வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் 


289 


239 


- 


dy 


( 
frs an - * 

( 3 + 2) 


dp 


a 


- 


2 P 


dp 
ஃ . p 

3a 

+ 2bp 

( 3a + 2bp ) 
.. 

på 
3 

25 

+ 
அதாவது 1 -- C 

p 
1 
இங்கு P என ஈடு செய்தால் , 

t 
at3 + bt2 

3 
y 

at? + 2bt -- C 

2 
x , y இரண்டும் , t என்ற 

ராசியின் சார் 
பாகக் கொடுக்கப்பட்டிருக்கின்றன . t- ஐ , நீக்கி y = F (x ) 
என அறிவது அரிதாகலின் 

விடப்பட்டது . 


0 


- 


என 


ஒரு 


மாறு 


என்பது 


dy 


P --- x 


19.5 கிளைராட் ( Clairaut ) அமைப்பு : 
y == px + f ( p ) 

( 1 ) 
கிளைராட் என்பவரால் தீர்வுகாணப்பட்ட வகைக் 
கெழுச் சமன்பாட்டமைப்பு . இதன் தீர்வு காணும் முறை 
பின் வருமாறு : 
( 1 ) -ன் இருபக்கங்களுக்கும் வகைக்கெழு காண , 

dp 

dp 
P + f 1 ( P ) 

( 2 ) 
da dx 

dx 
என்ற சமன்பாடு கிடைக்கிறது . 

dp 

dp 
எனவே , + f 1 ( P ) 

0 
dax 

da 
dp 
அதாவது , [ s + f 1 { p ) ] = 0 

dx 

dp 
முதலாவதாக , ds 

0 
PP = c ( மாறிலி ) 
dy 


W 


- 


y = cx + m . 
இதையே , 

y cx + f ( c ) என எழுதுவதில் 
பொதுத்தன்மை கெடாது . 

y = pe + f ( p ) - ன் தீர்வு , 
y = ce + f ( c ) ஆகிறது 


எனவே 


( 
2 
) 


தொகை நுண்கணிதம் 


இரண்டாவதாக , 
e + f " ( p ) = 0 . 

( 3 ) 
( 1 ) -க்கும் ( )-க்கும் இடையே , p நீக்கப்பட்டால் கிடைக்கும் , 
3 , பூ சார்புச் சமன்பாட்டில் ஒரு மாறிலியும் வர இடமில்லை . 
மாறிலியின் றிக்கிடைக்கும் இத்தீர்வு , தனிச்சிறப்புத் தீர்வு 
( Singular Solution ) எனக் கூறப்படும் . 


19.51 எடுத்துக்காட்டு : 


1/2 


தீர்வு காண்க : y = px + ( 1 + p ) 

1/2 
இதன் ஒரு தீர்வு y = ( 2 + ( 1 -- c ) ஆகும் . 

ரண்டாவதாக அமையும் னிச்சிறப்புத் தீர்வையும் 
காண்போம் . 


. 


\ 


1/2 
y = px - + ( 1 + p ) 
இருபக்கங்களின் வகைக்கெழு காண 

dp 

P dp 
p P + x 

+ 
da 

da V1+ p de 


dy 


- 


0 


= 


- 


( 2 ) 


P 
ஃ x -- .. 

0 

V1 + P 
( 1 ) -க்கும் ( 2 )-க்கும் இடையே p நீக்கப்பட 

P ) 

1/2 
( 2 ) - லிருந்து 

( 1 + p ) 


வேண்டும் 


- 


0 


p2 = 32 ( 1 + p ). 
ஃ p ( 1 

x ) = x2 


- 


0 


- 


V1 


x2 


* ( 1 + r" * = ( 1 + == ) 


2 


1 

Vi - 2 
இவற்றை ( 1 ) -ல் ஈடு செய்தால் , 

1 
y 

VI 2 V1 - 22 
x2 +1 

V1 - 2 
என்ற தனிச் சிறப்புத் தீர்வு கிடைக்கும் . 


+ 


வகைக் கெழுச் சமன்பாடுகள் 


பயிற்சிகள் 19 ( சி ) : 


3.x4 pa 


Y = 0 . 


- 


= 0. 
y2 = 0 . 


XC 


தீர்வு காண்க : 

1. p ( P 

P (P — 1 ) ( p - x ) ( p – 2y ) = 0 . 
2 . 22 p2 + p xy 

бу? 0 . 
3 . 

XP 
4. ya pa + 3 px Y 
5. pa + 2 py cot x 
6. ( 

xp + ( y - 3 ) P - y = 0 . 
7. p ( p - y ) = x ( 20 + y ) . 
8. p2 xy + p ( x2 + xy + y2 ) + (x2 + xy ) = 0 . 
9 . 

2px + p4 x2 
10 . 

yp + pa . 
11 . pa cosa y + p sin x cos x cos y sin y cos x = 0 . 
12. p2 

XP + y = 0 . 
13. xp — yp - Y = 3 . 
14. pa 

р? — 

- xp - y = 0 . 
ข 

2p + V1 + pa . 
16 . ( 2x – b ) p = y - ay pa. 
17. ya log y 

ya log y = p xy + pa. 
18 . y = xp ? + p . 
19. ( y - på) ( p - 1 ) = p . 
20., p3 - p ( y + 3 ) + x = 0 . 
21 . ( y - p ) = aa ( 1 + pa) 
22. y = apx + bp3 
23. p2 y + 2px - y = 0 
24. 4 (apa + yp ) 34 

P 
25 . P tan 

1 +p ? 


15 . 


3 


[ -- 1 tip ] 


ICA 


பகுதி 20 . 


வகைக் கெழுச் சமன்பாடுகள் 


( தொடர்ச்சி ) 
n ம் வரிசை , முதற்படிச் சமன்பாடுகள் . 


dry 


dn - 1 y 
+ Pi dan-1 


dn- 2 9 


20.1 

+ P , 
d xn 

+ ... + Pay = X ( 1 ) 

dxn - 2 | 
என்பது , ஒரு 7 - ம் வரிசை , முதற்படிச் சமன்பாட்டின் பொது 
அமைப்பாகும் . இதில் P ,, P ,, ......P . , X யாவும் மாறிலிகள் , 
அல்லது x- ன் சார்புகள் . 


20.2 முழுத் தீர்வு , துணைத்தீர்வு , சிறப்புத் தீர்வு : 

( 1 ) -ல் y = u ஈடுசெய்தால் , அச்சமன்பாடு 
மாகிறது எனக்கொள்வோம் . 

அதாவது , y = u 
ஒரு தீர்வு எனக் கொள்வோம் . 

( 1 ) -ல் y = Y + u ஈடுசெய்யின் , 


பொருத்த 
என்பது 


dnY 


+ P , 


dn-1 Y 

+ 
d xn - 1 


P. Y 


dxn 


( 
( 


Y ) 

) 


dn us 


dn - 1 u 


+ 


1 


தீர்வெனச் 


+ P , 

-- Pn 

X 
d xn 

dxn -1 
ஆனால் முதலில் கூறியபடி , y = u என்பது ஒரு 
கொண்டால் , 

dr -1u 
+ P , 

+ ......... P. u = X 
d xn - 1 


dru 


d xn 


dn Y 


+ P , 


du- 1 Y 

+ 
d xn - 1 


P. Y = 0 


dxn 


என வருகிறது . 


வகைக் கெழுச் சமன்பாடுகள் 


2.43 


எனவே ( 1 ) -ன் தீர்வு காண , ( 2 ) -ன் தீர்வு என்ன , அல்லது 
Y எனக் கொண்டது என்ன என அறிய வேண்டும் . 


ஆதலால் , சமன்பாடு ( 2 ) . ஒரு துணைச் சமன்பாடு எனப் 
படும் . 


dp y1 ) 


( 3) 


+ PI 


+ 


n - 1 


JP y1 


[ * 


-- + .. P. * ] 


dr n - 1 


ஆகவே , ( 1 ) -ன் தீர்வு காண , Y என்பது. யாது , u என் 
பது யாது , என இரண்டையும் அறிய வேண்டும் . 

சமன்பாடு ( 2 ) -ல் , y = yi என்ற சார்பை ஈடுசெய்தால் , 
அச்சமன்பாட்டுக்கு பொருத்தமிருக்கிறது என முதலில் வைத் 
துக்கொள்வோம் . அதாவது y = y என்பது ( 2 )-ன் ஒரு 
தீர்வு . அப்போது 9 = 91 மட்டுமல்லாமல் , 9 = ci31 ( gs 
ஏதாமொருமாறிலி ) என்பதும் ஒரு தீர்வாகப் பொருந்து 
மென நாம் காணலாம் . ஏனெனில் , 
y = 91 பொருத்தமானால் , 
dr- 1 y1 

+ Pp y1 = ) 
d xn 
என்பது பொருத்தமாகிறது . 
91 - க்குப் பதிலாக , C1 91 

ஈடுசெய்தால் , 
கைப்புறம் = cy + P. 

+ .. Pay (4 ) 
d en 
ஆகவே ( 3 ) -ன் படி ( 4 ) = 0 என்பது , விளக்கம் . எனவே , 
y = 91 ஒரு பொருத்தமாக்கும் தீர்வானால் , y = c1 91 ம் ஒரு 
பொருத்தமான தீர்வாகிறது என்பது விளக்கம் : 

அதேபோல , y = y ,; y = } } ; ... y = ya என்பவை ( 2 ) -ன் 
தீர்வுகளாகப் பொருத்தமாயிருப்பின் , y = c , 92 ; y = cg93; ... 
y = cpy2 யாவும் ( 2 ) -ன் தீர்வுகளாகப் பொருந்தும் . 
மேலும் , y = c , y + cp y + . . . cn yn 

( 5 ) 
என்பதும் ( 2 ) -ன் தீர்வாகப் பொருந்தும் என்பதை எளிதில் 
காணலாம் . 
மேலும் 91 , 92 , 

. yn என்ற சார்புகள் ஒன்றுக் 
கொன்று தொடர்பற்றவையாயின் , 
y = c , y + ce , y2 + . Cn yn 

( 6 ) 
( 2 ) -ன் ஒரு பொதுத் தீர்வாகும் . அத் தீர்வில் 
7. மாறிலிகள் உள்ளன ; இதுவும் பொருத்தமே ; ஏனெனில் , 
( 2 ) ஒரு n வரிசைச் சமன்பாடு ; ஆகவே , அதன் தீர்வில் 
1 மாறிலிகள் கட்டாயம் இருக்கவேண்டும் . 

I.C. - 16A 


என்பது 


தாகை நுண்கணிதம் 


ஆகவே , y = Y என்பது ( 2 ) -ன் பொதுத் தீர்வாகவும் , 
y = u என்பது ( 1 ) -ன் ஒரு சிறப்புத் தீர்வாகவும் இருப்பின் , 

y = Y + u 
என்பது ( 1 ) -ன் முழுத் தீர்வாகும் . 


எனவே ( 1 ) -ன் முழுத் தீர்வில் இரண்டு பிரிவுகள் உள்ளன : 
ஒன்று , 9 Y என்ற பொதுத் தீர்வு ; இரண்டு , y = u என்ற 
சிறப்புத் தீர்வு . ஆகவே , முழுத் தீர்வு = பொதுத் தீர்வு 

+ சிறப்புத் தீர்வு . 


இதில் Y என்பது துணைத் தீர்வெனவும் , 

என்பது 
சிறப்புத் தீர்வெனவும் கூறப்படும் . 

முழுத் தீர்வு துணைத் தீர்வு + சிறப்புத் தீர்வு . 


20.3 செயலிகள் ( operators) : 
( - சமன்பாடு ( 1 ) ஐ , 

( Dn + P , Dr- 1 + .... Pn ) y = x . 
என்று எழுதலாம் . 


( இங்கு D , D - 1, ... D முதலியன , 9 ஐப் பெருக்கும் 
சினைகள் அல்ல ; ஆனால் வகைக் கெழுச் செயலிகளாம் . 


Dy என்பதன் விளக்கம் , D எனும் வகைக் கெழுச் 
செயலி , து எனும் சார்பின் மேல் இயங்குகிறது : அதாவது 
dy 

dry 
-Dy 

அவ்வாறே 
dx 

dar 


Dry = 


- 


. 


குறிப்பு .-- பெருக்கலுக்கும் செயலி இயக்கத்திற்கும் 
(உள்ள நுண்ணிய வேறுபாட்டை தெளிந்தறிதல் மிகவும் இன்றி 
யமையாதது . 

D என்பதை முதல் வகைக் கெழுச் செயலி 
எனவும் , 

பொதுவாக Dr என்பதை ( முறை ) வகைக் 
கெழுச் செயலி எனவும் கொள்வோம் . இச் செயலி D க்கு 
தனித்த பொருள் ஏதுமில்லை . D ஒரு சார்பின் மேல் இயங் 
கும்போது தான் , பொருள் பெறுகிறது . 


1 


* 


* 20.4 முதன் முதலாக , 
( D " + PDr - 1 + 

Pn ) y = ) என்ற சமன்பாட்டில் , 
Py , P ,, ... P. மாறிலிகளாக உள்ளபோது , அதன் தீர்வு 
காண்போம் : 


3 
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) 


தீர்வு காண் முறை : 

சமன்பாட்டில் , y = e mx என ஈடுசெய்தால் , ( mn + P. 
m2-1 + . . . Pn ) e mx = 0 எனக் கிடைக்கும் . இங்கு e mx # 0 ; 
எனவே mn + P , ma-1 --- ... P. == 0 இது உதவிச் சமன்பாடு 
எனப்படும் . இதற்கு n . தீர்வுகள் ( இயல்புத் தீர்வுகள் , 
கற்பனைத் தீர்வுகள் உட்பட ) உண்டு . அவை my , 02 , 
mn என வாயின் , 

Cye mx + C , e max + ...... Cre mpx என் 
பது தீர்வாகும் . 

ஏனெனில் , 
( Dn + P , Da - 1 + . . . P. ) Cr e mpx 
Cr e mx ( mr n + P. mr n - 1 + ... Pn ) 
Cre mx X 0 


1 = 7 ; 


-- 


20:41 எடுத்துக் காட்டு : 

தீர்வு காண்க : ( D2 + 4 D – 5 ) y = 0 
உதவிச் சமன்பாடு m2 + 4 m - 5 = 0 . 
இதன் தீர்வுகள் , m = 1 , - 5 
ஆகவே தீர்வு y = c ex + cz e -5x. 
மேலும் , இச்சமன்பாட்டில் , x = 0 ஆனால் , 

dy 

= 1 எனவும் கட்டுப்பாடு இருக்குமானால் 

da 
C ) , c ன் சிறப்பு மதிப்புக்களையும் அறியலாம் . 
x = 0 ; y 7 ஆனால் , y 

Crex + cge 5x ல் 
ஈடுசெய்யும்போது , 7 = 1 + ce 

dy 
மேலும் 

= c ex - 5c e 

dx 
x = 0 ; y = 1 ஆனால் , 1 = c - 50 , 
எனவே C , C, கண்டுபிடிக்க , 

C + c = 7 

C - 5c , = 1 
என்ற இரண்டு சமன்பாடுகள் உள்ளன . இவைகளின் தீர்வு 
கண்டால் , c , = 6 ; cz = 1 எனக்கிடைக்கும் . 

ஆகவே , கொடுக்கப்பட்ட கட்டுப்பாட்டின்படி , 
y = 6ex + e -5x தீர்வாகும் . 


-5x 


46 . 


தொகை நுண் கணிதம் 


எனவே 


mn 


எடுத்துக்காட்டு ( 2 ) 
தீர்வு காண்க : ( 

( D3 -- 2 D2 - D + 2 ) y = 0 
உதவிச் சமன்பாடு m3 - 2m2 - m + 2 = 0 
இதன் தீர்வுகள் m = 1 , - 1 , 2 

y = Gter + C , e -x + C , e2x தீர்வாகும் . 
மூன்றாம் வரிசைச் சமன்பாடு ; எனவே 

மூன்று 

மாறிலிகள் 
தீர்வில் இருப்பது முறையாகும் . 
20- 5 உதவிச் சமன்பாடு : தீர்வுகளின் தன்மை . 

உதவிச் சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் ma , mg, 
ஆனால் , y = C , e mix + C , e max + 

Cre mn X என்று 
தீர்வு கண்டோம் . : இங்கு my , 

mn என்பவை 
யாவும் இயல்புத் தீர்வுகளாகவே அமையும் என்று நினைத்தல் 
கூடாது . 

ஆனால் யாவும் இயல்புத் தீர்வுகளாகவே இருக்க 
லாம் : அல்லது சில இயல்புத் தீர்வுகளாகவும் , சில கற்பனைத் 
தீர்வுகளாகவும் இருக்கலாம் . 
எடுத்துக்காட்டாக , 
a m2 + bm + c = 0 

- b + Vz2 – 4 ac 
என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் m = 


muz 


2a 


4 


இந்தத் தீர்வுகள் , 
( 1 ) இரண்டும் இயல்புத் தீர்வுகளாக 

இருக்கலாம் 
( a, B ) ; 
(( 2 ) இரண்டும் கற்பனைத் தீர்வுகளாக இருக்கலாம் ; 

( a + is , a --i p ) ; 
தீர்வுகளின் தன்மை 62 -- 4 a c- ன் தன்மையையொட்டியிருக்கு 
மென்பது நாமறிந்ததே . 
தீர்வுகளின் தன்மைகள் : 
( b2 - 4 ac ) - ன் தன்மை 

தீர்வுகளின் தன்மை 
( i ) சரியான மெய்யெண்கள் ; 
இரு படி . 

வெவ்வேறு ; 
அளவு 

க்கிணங்கியவை . 
கூட்டெண் . ( ii ) சரியான மெய்யெண்கள் ; 

இரு படி 

வெவ்வேறு ; 
யல்ல . அளவுக்கிணங்காதவை . 
(iii ) 

மெய்யெண்கள் ; 
சமமானவை ; 
அளவு 

க்கிணங்கியவை . 
< 0 ( iv ) 

கற்பனை எண்கள் , 
குறையெண் , 


வகைக் கெழுச் சமன்பாடுகள் 
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என்ற 


. 


நமது ஆராய்ச்சிக்கு 
( a D2 + b D + c ) y = 0 

வரிசைச் சமன் 
பாட்டை எடுத்துக்கொண்டால் போதுமானது . 

உதவிச் சமன்பாடு : am2 + bm + c = 0 

இதன் தீர்வுகளின் தன்மை ( 52 – 4 ac ) - ன் தன்மையொட்டி 
மேலே ( i ) ( ii ) (iii) ( iv ) என வகைப்படுத்தப்பட்டிருக்கிறது . 

20.51 ( i ) மெய்யெண்கள் , வெவ்வேறாய் , அளவுக்கிணங்கிய 
வாய் உள்ள m , m_ . 
வகைக்கெழுச் சமன்பாட்டின் தீர்வு 
v = C , e mx + C, em * 

( i ) 
20-52 ( ii ) மெய்யெண்கள் , வெவ்வேறாய் 

அளவுக்கிணங் 
காத p + vq , p - va (p, q ம் அளவுக்கிணங்கிய மெய்யெண் 
கள் ) . 
வகைக்கெழுச் சமன்பாட்டின் தீர்வு , 
y = c , e ( p + vq ) x + c e ( p - Vq ) a 
px | Vqw 

-Vqx 
+ c , e 


== e 


3 
P" cos % V ¢ « + B #in Ava=]; 


e 


(ii) 


என்று எழுதலாம் . 


x | 


= 


2053 (iii ) மெய்யெண்கள் , அளவுக்கிணங்கிய சமயெண் 
கள் , m ,, 1 , என இருக்கட்டும் . இதுவரை நாம் அறிந்தபடி , 
வகைக் கெழுச்சமன்பாட்டின் தீர்வு y = c em , x + c , em.x 

= ( c / + ca ) emx 

c emix 
என்று ஒரே ஒரு மாறிலி கொண்ட தீர்வு கிடைக்கும் . 
ஆனால் இருவரிசைச் சமன்பாட்டுத் தீர்வில் இரண்டு மாறிலி 
கள் பொதுவாக இருக்கவேண்டும் . ஆகவே , 

க் குறை 
பாட்டை எப்படி நீக்குவது ? 
இந்நிலையில் சமன்பாட்டை , 

a ( D my ) ( D - my ) y = 0 என எழுதுவோம் . 
a +0 

ஆகவே ( D - m , ) (D- my ) y = 0 
இங்கு ( D -- my) y = 2 எனக்கொண்டால் 
( D - my ) 2 0 
இதன் தீர்வு 2 = c , em , x 


-- 


S48 .. 


தொகை நுண்கணிதம் 


எனவே 


( D- my ) y = C , e m , x 


அதாவது 


dy 
dx 


m , y = d e mix 


இதன் தீர்வு ye -mx = JCre -n , x e - m , x dv 

= ( C ) x + C ) 
ஃ y = ( C1 x + c ) e m , x 


( iii ) 


இருக்க 


இங்கு இரு வரிசைச் சமன்பாட்டுத் தீர்வில் 
வேண்டிய , இரண்டு மாறிலிகள் உள்ளன .. 


எனவே , m ) , m ) என்ற இரு சமத் தீர்வுகள் வரும்போது , 

y = (Cw + Cy ) e mx தீர்வாகும் . இவ்வாறே , m ) , mj , m1 
என்ற மூன்று தீர்வுகள் சமமாக வரும்போது , 

y = (02 + 0 , + c ) e mx தீர்வாகும் . பொதுவாக , m 
m ; my ... என்று r தீர்வுகள் சமமாக வரின் . 

y = (Cx r- 1 + C.x - 2 + .... C. ) e mx தீர்வாகும் . மற்றவை 
எப்போதும் போலவேயமையும் . 


கற்பனை 




20-54 ( iv ) உதவிச் சமன்பாட்டுத் தீர்வுகள் 
யெண்கள் a + is , a- is . 
முன் நாம் அறிந்தபடி , தீர்வு , 

x 
y C. 


+ c , e ( a - is) as 


d x 


* ( c 


w + Ce 


w 


e 


Cle 


a 
** [ A coas = - 


] 
கேட்ட தக ] 


A cosB x + B sin B x 


( iv ) 


H 


d m 


அல்லது e 


A cos (Bw + 8 ) . 


(iv ) 


= 


20.54 எடுத்துக்காட்டு ( 1 ) 
தீர்வு காண்க ; 

24 ) + 16 ) y 
9m2 24m + 16 

4 


- 


-- 


17 


2 


3 


தீர்வு 


3 


( c , x + c ) e 32. 


- 
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எடுத்துக்காட்டு ( 2 ) 
தீந்வு காண்க : (( D3 - 3D2 + 3D - 1 ) y = 0 

{ m -- 1 ) 3 = ) 

1 . 
ஃ தீர்வு y --- ( Cy x2 + Cze + C , ) ex . 


. 


im . = 


1,1 , 


1 


- 


- 


m - 


--e 


எடுத்துக்காட்டு ( 3 ) 
தீர்வு காண்க : (( D2 + 4D + 8 ) y = 0 
m2 -- 4m + 8 = 0 

2 + 2 ) , 2 2 
தீர்வு , y = e - 2x ( A cos 2x + Bsin 2 ax ) 

-2x A , cos ( 20 + 3 ) 
எடுத்துக்காட்டு ( 4 ) 
தீர்வு காண்க : ( D2 + a ) y = 0 

m, 2 + a2 = 0 

ai , ai 
தீர்வு , y = A cos a x + B sin am 

= C cos (a x + 3 ) . 


m . = 


" 


- 


2m 


1 


- 


எடுத்துக்காட்டு ( 5 ) 
தீர்வு காண்க : ( 2 D -- 1 ) ( D - 1 ) 2 ( D2 + 4 ) y = 

0 
2 
( m 

1,1 . 
m2 -- 4 


m 


- 


-- 


1 ) 2 


0 


m . 


= 


0 


- 


m 


- 


+2 


Y 


*. 13 1 , 1 , 1 , 21 , -2 

Hx 
தீர்வு 9 

Ce + (cw + cle + ( c , cos 2n + sin 20 ) 
20 * 6 10 வரிசை ஒருபடிச் சமன்பாட்டில் , வலது புறம் 
X என்பது X- ன் சார்புடைத்து . அதன் தீர்வுகாண் முறை : 

( D1 + P Dn - 1 -- + Pn ) y = x [ = f ( x ) ] ( 1 ) 
இதை சுருக்கமாக , 

f ( D ) y = X 
என்று இனி தேவையான 

இடங்களில் சுருக்கமாக எழுது 
வோம் . 


. 


. 


- 


AND 


தொகை நுண்கணிதம் 


குறியீட்டு முறையில் , 
1 

( 3 ) 
f ( D ) 
என்று எழுதலாம் . 
இதன் பொருள் என்னவெனில் , f ( D ) என்ற செயலி , 
மேல் இயங்கினால் வரும் சார்பு x என்பதாகும் . 

1 
( அதாவது x என்பதின் பொருள் , X ஐ f ( D ) ஆல் 

f ( D ) 
வகுத்து வரும் 

அல்ல என்பதை 

ஞாபகத்திலிருத்த 
வேண்டும் . ) 

( 3 ) சமன்பாட்டின் ஒரு சிறப்புத் தீர்வாகும் . அது 
X- ஐ யொட்டியிருக்கும் . 


y- ன் 


ஈவு 


mix 


m ? x 


c , e 


+ 


- 


1 

என்பது ஒரு தலைகீழ் மாற்றச் செயலியெனப்படும் . 
f ( D ) 
20.7 முன்னர் நாம் கூறியபடி , 
f ( D ) y = x என்பதன் தீர்வு , 

mnx 1 
+ 0 , e 
g 

+ One 

X 

f ( D ) 
= c , anx + + Cre " + F ( m ) 
என்ற அமைப்பில் வரும் . 

mrx 
முதற்பகுதியான Z Cre 
f ( D ) y = 0 - ன் தீர்வு . 

1 
இரண்டாம் பகுதியான X F ( x ) என்பது 

f ( D ) 
f ( D ) y = X- ன் தீர்வு . 


. . 


என்பது 


* இரண்டின் கூட்டுத்தொகையே முழுத் தீர்வு எனப்படும் . 


208 சிறப்புத் தீர்வு காண்முறை : 

x = e & x ; sin ax ; cos an ; xn , Ve ax - என்ற அமைப்புகள் . 
20.8 ( 1 ) f ( D ) y = e ax -ன் முழுத் தீர்வு காணல் . 

f ( D ) y = 0 - ன் தீர்வு முன் கூறிய முறையில் அறிய 
வேண்டும் . அது 

( D ) Y = eax -ன் துணைத் 

தீர்வாகவிருக்கும் . 
இப்போது f ( D ) I = e 48 - ன் சிறப்புத் தீர்வு காணல் வேண்டும் . 


வகைக் கெழுச் சமன்பாடுகள் 


231 


பின்வருவனவற்றைக் கவனிப்போம் . 

Deax 
Daeax = a2eax 
D3eax aseax 


= aeax 


= 


Dngax = areax 
எனவே f ( D) eax = f (a) eax ( 1 ) 
எடுத்துக்காட்டாக , 

( D3 - 3 D2 + D + 4 ) eax = (a3 - 3a2 + a + 4 ) eax . 
இடது பக்கத்தில் D- ம் அதன் படிகளும் செயலிகள் . வலது 
பக்கத்தில் a- ம் அதன்படிகளும் பெருக்குச் சினைகள் . 
மேலே , ( 1 ) -ஐ எடுத்துக்கொண்டால் , 

f ( D ) eax = f ( a ) eax . 
செயலிகள் இயக்கு முறையும் , தலைகீழ் மாற்றுச் செயலிகள் 
தன்மையையும் உளத்திற்கொண்டு , 

1 
( 1 ) ஐ eax 

f ( a ) eax 


= 


என 


1 
எழுதலாம் . ( இங்கு 

f ( D ) 

ஒரு தலை கீழ்மாற்றுச் 
செயலியாகும் ) 
f (a ) என்பது ஒரு பெருக்கெண் . ஆகவே 
1 

1 
eax = 
f ( a ) 

f ( D ) 
எனவே f ( D) y = eax என்ற சமன்பாட்டை 

1 

eax என எழுதினால் 
f (D ) 


eax 


eax | 


- 


11 

1 

eax என அறிகிறோம் . 
f ( D ) 

f (a) 
ஆகவே f ( D ) y = x என்ற சமன்பாட்டிற்கு 

1 
y 

eax 
f ( D ) 
1 

eax என்ற தீர்வு கிடைக்கும் . 

f ( a ) 
இதுவே சிறப்புத் தீர்வாகும் : 

1 
முழுத் தீர்வு துணைத்தீர்வு + 

f ( a) 


= 


1 


eax 


100 


2 


தொகை நுண்கணிதம் 


20 * 811 இப்போது f (a ) . = 0 ஆனால் என்ன செய்வது ? 

1 
அந்த நிலையில் y = eax என்ற முறை தவறி விடுகிறது . 

f ( a ) 
சற்று கூர்ந்து நோக்கின் f ( m ) := 0 என்ற சமன்பாட்டின் ஒரு 
தீர்வாக . இருந்தால் இந்த நிலை ஏற்படுகிறது என்று தெரிய 
வரும் . 
அப்போது : 

f ( D ) = ( D - a) ( D - m, ) ( D - ms ) ... ( D – mn ) 
எனக்கொள்வோம் . 

] 
அங்கு y = 

f ( D ) 

1 
( D - a ) f , ( D ) 

1 

(D - a ) f1 ( a ) 
என்று எழுதலாம் . 

1 
(D - a) y 

f1 (a ) 
dy 

1 
dx 

f: ( a ) 


eax 


eax 


eax 


= 


eax 


- 


ay = 


eax 


இதன் தீர்வு , 


- ax 


ax - ax 

e 


ye 


dx 


f1 ( a ) 


0 


f1 (a ) 

xeax . 
f1 ( a ) 


( 2 ) 


( D 


mn ) 


என்று 


மேலும் 

f (D ) = ( D - a) 2 ( D mg) 
இருக்குமானால் , 

1 
9 
( D a ) 2 ( D ms) . 

1 
( D a ) : f ( D) 


eas 


( D 


man ) 


eax 


- 


வகைக் கெழுச் சமன்பாடுகள் 


ear 


1 
( D - a } f , ( 4 ) 

1 
ஃ ( D - a ) y 

reax 
f , (a ) 


அதாவது ( D - a ) ( D - a ) y 


1 
f , ( a ) 


eas 


இதன் தீர்வு , 


* 


eax 


( 3 ) 


2 

2 f, (a) 
எடுத்துக்காட்டுகள் : 


தீர்வு காண்க : 
( 1 ) ( D2 - TD +6) y = ( a + 5e3x 
உதவிச் சமன்பாடு , n ’ - 7m + 6 = 0 

1 , 6 
ஃ துணைத் தீர்வு y = C , ex + C , ex 

E - 2x 
சிறப்புத் தீர்வு y = 

+ 
D2 - 7D + 6 D2 - 7D + 6 

கன் 
( -2}2 - 7(-2 ) + 6 + ( 3) - 7 ( 3 ) + 6 

531 


5e 3 


24 


50 


6 


ஃ முழுத் தீர்வு y = Crer + Cre is + 

24 
( 2 ) ( L " - 51 + 4 ) y = 43x -+- 32 
உதவிச் சமன்பாடு 112 - 3 -- 4 = ( ) 

1 , 4 . 
ஃ . துணைத் தீர்வு y = 0 , ¢ + ( , ex , 


சிறப்புத் தீர்வு y = 


5D +4 


50+ 4 


-யே 


- 


முதல் உறுப்பில் கீழெண் சுன்னமாவதால் , இத்தீர்வு 
முதை அப்பகுதிக்குப் பயன்படாது . 


தாகை நுண்கணிதம் 


ஆனால் அவ்வாரான நிலையில் எப்படி தீர்வு காண்பதென 
முன்னர் 20.811 ல் குறிப்பிட்டுள்ளோம் . அதன்படி , 


X 


4e 


2 


D2 


5D +4 


X 


4e 


( D = 1 ) ( D - 4) 


4e 


( D 


- 1 ) ( 1 


- 4 ) 


e 


--- 


3 


( D - 1 ) 

4 


dz 


2 


e 


dx 


3 


4 


X 


--- 


e 


• e da 


3 


4 


3 


1 


-- 


4 


= 


ce 


என்ற தீர்வு கிடைக்கும் . 


3 


e 


ஆகவே சிறப்புத் தீர்வு y = 


4 
3 


X + 
ce 


28 


-3x 


தோடு துணைத் தீர்வைக் கூட்டி முழுத் தீர்வு எழுதலாம் . 
(3) ( D2 + 6D + 9 ) y = 4 
உதவிச் சமன்பாடு m2 + 6in + 9 = ) 


e 


m 


3 . 


-- 


: 


- 3x 
( C , + C ) e 


துணைத் தீர்வு y = 


-3x 


2 


-- 


சிறப்புத் தீர்வு 

( D + 3 ) ( D + 3) 
1 - க்கு பதிலாக 

-- 3 ஈடு செய்தால் , சுன்னம் கிடைக்கும் . 


வகைக் கெழுச் சமன்பாடுகள் 


25 . 


ஆகவே அம் முறை பயன்படாது போகிறது . 


- 3x - 


எனவே , ( D. + 3 ) ( D + 3 ) y = e 
இதன் தீர்வு முன்னர் 


3x 


2 


குறிப்பிட்டபடி , 9 


e 


2 


3x 

+ 


82 


ஃ முழுத் தீர்வு y = (Cx + C ) e 


2 


பயிற்சிகள் 20 ( a ) 


2 


தீர்வு காண்க : 

1. ( D2 - 1 ) y = 0 
2. ( Dº + 3 + 2 ) y = 0 
3. ( D + D } = 0 
4. ( Dº + 2 D + 1 ) g = 0 
5. ( D3 + D2 + D + 1 ) y = 0 
6. ( D4 + D3) y = 0 
7. ( 2 D2 - 5D- 7 ) y = 0 
8. ( D4 - 1 ) y = 0 
9 . (D3 - 8 ) 3 0 
10. ( D2 + 4 m2) y = 0 . 


- 


பயிற்சிகள் 20 ( 6 ) 
துணைத் தீர்வு , சிறப்புத் தீர்வு , முழுத் தீர்வு மூன்றும் 
காண்க : 

1. ( D2 + 3D - 4 ) y = e - 23 
2. ( D2 - 3 D + 2 ) y = e 5x 
3. ( D2 - 2 KD + K2) y = e x 
4. ( D2 - 7 D + 6 ) y = e2x 

கட்டுப்பாடு : 

x = 0 ; y = 0 ; 


dy 
dx 


4 ) y 
9 D) y 


5. ( D2 

12 cos h 20 
6. ( D3 

108 sin 1.3w 
7. ( D2 - 4D + 4 ) y = 4e2x 
8. ( D2 + 4 D ) y = ex sin t 30 . 


56 


தொகை நுண்கணிதம் 


COS as 


20.82 f ( D ) y = cos an அல்லது sin aa . 
இந்தச் சமன்பாட்டின் முழுத் தீர்வு காணல் : 
பின்வருவனவற்றைக் கவனிப்போம் : 
D COS ax = 

a sin ax 
D2 

a2 cos aw 
D3 COS O 

a3 sin as 
D4 . cos ax = 

(-a )2 cos a 
D5 
COS ax 

a5 sin ax 
D6 

as cos aw = ( - a ) cos ac 
D8 

as cos ax = ( - a ) 4 cos an 
D2x cos ax = ( - a ) cos aa . 


= 


COS and . = 


= 


|| 


COS au 


COS ax 


= 





அவ்வாறே , 
D2n sin ax = 


( -a ) r sin am 


என்பதையும் 


கண்டறிய 


லாம் . 


இதனால் , 
f ( D ? ) cos an = f ( -- ai ) cos ax 

f ( D ) sin av = f (-a ) sin aam 
என்பது விளக்கமாகும் . 


( 1 ) 
( 2 ) 


COS ax = 


Cos al .. 


மேலே , ( 1 ) ஐ எடுத்துக்கொண்டால் , 
f ( De) cos ax = f ( - a ) cos as 
தலைகீழ் மாற்றுச் செயலிப்படி , 

1 
Cos a0 = 

f ( - a ) cos am 
f ( D ) 
1 

1 
அதாவது f ( -a ) 

f ( D ) 
எனவே , 
1 

1 
f ( D ) 

f ( - a ) 
அவ்வாறே , 
1 

1 
sin ax = 

sin ax 
f ( D? ) 

f ( - a ) 


COS ax 


= 


COS a 


எடுத்துக்காட்டு ( 1 ) : 

தீர்வு காண்க : ( D4 - 3 D2 + 2 ) y = cos 4 x + sin 22 . 


வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் 


, 257 


cos 4 8 

sin 20 
சிறப்புத் தீர்வு y = 

+ 
D4 3 D2 + 2 

D4 - 3 D2 + 2 
cos 4 w 

sin 2 

+ 
( -16 ) -3 ( - 16 ) -- 2 ( -4)2-3( -4 ) -2 
COS 4 x 

sin 20 

+ 
306 

30 
இதோடு துணைத் தீர்வைக் கூட்டினால் ,, முழுத் தீர்வு 
கிடைக்கும் . 


5 ) 3 


- sin 3 x 
sin 3 w 


எடுத்துக்காட்டு ( 2 ) : 
தீர்வு காண்க : ( D2 + 4D 

= cos 2 x 
cos 2 x 

| 
சிறப்புத் தீர்வு y = 

D2 + 4D - 5 D2 + 4D -- 5 
இங்கு D2 மட்டுமல்லாமல் D- ம் இருக்கிறது . ஆகவே , 
D இல்லாமலுள்ள ஒரு 

செயலியாக மாற்றித் தீர்வு 
காணவேண்டும் . 
Cos 23 

( D2 4D 5 ) cos 2 x 
D2 + 4 D 5 

( D2 + 4D - 5 ) ( D2 

- 5 ) ( D2 - 4 D - 5 ) 
( D2 4 D 5 ) ( cos 2 x ) 

( D2 - 5 ) 16 D2 . 


- 


- 


// 


Cos 2x 


( D2 - 4D 

-5 ) 

( -4 - 5 ) - 16 ( - 4 ) 
( D2 - 4D - 5 ) cos 2w 

145 


5 cos 20 


- 4 cos 28 + 8 sin 2w 

145 


-- 


--- 


8 sin 2w 9 cos 2s 

145 


அவ்வாறே , 

sin 3 x 
D2 + 4D -5 


- 


( D2 4D 5 ) sin 3x 
( D2 4D 5 ) ( D2 + 4D -5 ) 

( D2 4D - 5 ) sin 3w 
( D2 - 5 ) 2 - 

5 ) 2 - 16 Da 


I. C .-- 17 . 


* 258 . 


தொகை நுண்கணிதம் 


( D2 


5 ) sin 3x 


|| 


4D 
5 ) 


9 


16 ( - 9 ) 


9 sin 3x 


-12 COS 3 ல 


5 sin 3x 


-- 


340 


( 14 sin 3m 12 cos 3 ) 

340 


ஆகவே , கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின் சிறப்புத் தீர்வு 
8 sin 2s 9 cos 20 

14 sin 3x + 12 cos 30 

+ 
145 

340 


இதைத் துணைத் தீர்வோடு கூட்டினால் , முழுத் தீர்வு 
கிடைக்கும். 


* 20 • 821 மற்றொரு முறை : 


iax 
ee 


--iax 
+ e 


f ( D ) y 


= COS ax 


2 


என்ற சமன்பாடு கொடுக்கப்பட்டால் , அதற்கு உதவும் 
சமன்பாடாக 

--iax 
f ( D ) y = sin ax = 

20 


iax 
e 


e 


என்ற சமன்பாட்டையும் எடுத்துக்கொள்வோம் . 


iax 


--iax 
- e 


e 


அப்போது y = 


எனக் கொள்வோம் . 


= 


2 f ( D ) 


உதவியாகக் கொண்ட சமன்பாட்டில் , 


4 


iax 


iax 
ee 


e 


- 


y 


எனக் 


காள்வோம் . 


2 if ( D ) 


iax 


e 


u + 


= 


f ( D ) 
இங்கு மெய்ப் பகுதியான .. 


1 


COS aa 


f ( D ) 


வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் 
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1 


கற்பனைப் பகுதியான 


sin ax .. 


f ( D ) 


elax 


u + in = 


f ( D ) 


eiax 


- 


f ( ia ) 


வலது பக்கத்தை மெய்ப் பகுதியாகவும் கற்பனைப் பகுதி 
யாகவும் பிரித்து எழுதினால் , 

1 
மெய்ப்பகுதி 

f ( D ) 


ப 


COS ax 


i 


கற்பனைப் பகுதி = 


sin ax .. 


f ( D ) 


sin ax 


1 
எனவே , 1 = 

f ( D ) 
என்ற முடிவுகள் கிடைக்கும் . 


எடுத்துக்காட்டு : 


தீர்வு காண்க : 


( 2 D2 - 3D + 1 ) y = cos 33 . 


- 


COS 30 
2 D2 3D +1 


எனக் கொள்க . 


--- 


sin 3x 
2D2 3D +1 


எனக் கொள்க . 


u + 


!! 


cos 3x + i sin 3.0 
2D2 3D +1 


| 


3ix 


e 


2D2 


- 


3D +1 


3ix 


e 


2 ( - 9 ) -- 9i +1 


- 


cos 3.0 + i sin 3x 
- 17 

9 


I , C. - 17A 
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இதை மெய் , கற்பனைப் பகுதியாகப் பிரித்து எழுதினால் , 
u , 1 கிடைக்கும் . 


u - 


- 


( cos 3x + i sin 3x ) ( 17 – 9i ) 

( 17 + 9 ) ( 17 
( 17 cos 3 + 9 sin 3m ) + ( 17 sin 3- 9 cos 3 ) 

[ ( 17 ) 8132 ) 


-- 


1 


- 


- 


3701 


cos 3x 


(17 cos 30- +- 9 sin 3x ) + ( 17 sin 3 : 

6-9 cos 3x ) 

] 
+ 9 in 3 ) 
34 y cos 3 ) 


- 


U = 

2D2 


17 cos 3w + 9sin 3w 


3D +1 


370 


sin 3x 


- 


* 


17 sin 3x 


- 


2D2 


3D + 1 


370 


20.8211 இம் முறை தவறும் நிலை : 
f ( - a ) = 0 ஆகிவிட்டால் , 
1 

1 
g 

cos ax என் 
f ( - al) 

0 

று வரும் . 
அப்போது f ( De ) y = cos ax- ன் சிறப்புத் தீர்வு என்ன ? 

( D2 + a ) y = cos an அல்லது sin am . 


COS ax = 


COS and 


- 


D2 +2 


sin ax 
D2 + a 


- 


2 = u + 


cos ax + i sin ax 

D2 + a ? 


six 


e 


- 


( D + ai ) ( D -- ai ) 


eaix 


2 ai ( D 


ai ) 


eaix 


( D 


ai ) 2 = 


20 


da 


e 


aix 


iaz 


--- 


dx 


2 ம் 
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-jax 


*- 2 / 


dx 


2 ai 


* 


2ai 


iax 
we 
2 ai 


ஃ u + iv = 


x ( cos ax + i sin ax ) 

2 ai 


: 2 aiu - 2 av = x cos ax + ix sin ax. 


sin ax .. 


2a 


w 


= 


cos ax 


2a 


x 


1 
De + a 


COS ax = 


sin ax . 

. 


2a 


- 3 


1 

sin ax = 
D2 + a2 


cos an . 


2a 


எடுத்துக்காட்டு : 

( D2 + 9 ) y = cos 3x. 


cos 3 : 


9 


= 


D2 + 9 


முன் காட்டிய முறைப்படி , 


sin 37 


2 x 3 


3 


sin 3x சிறப்புத் தீர்வு : 


6 . 
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பயிற்சிகள் 20 ( c ) 


தீர்வு காண்க : 


1. ( D2 + 2D + 5 ) y = 85 cos 2.0 . 


2. ( D2 + 4 D + 13 ) y = 80 cos 3x .. 


d ? W 


dx 


3 . 


+ 2 K 


P = = cos pl. (2 ) 


dt2 


dt 


4. ( D2 


4D + 1 ) y 


= a sin 20 . 


= 


cos 2x + sin 2x . 


5. ( D2 + 9 ) 9 
16. (D2 - 4 ) y 


4 cos 20 . 


J2 w 


+ 12 w = 


m2 a sin cot . 

. 


dt2 


(12 x 


8 . 


+ 9w 


= 


4 cos 


dt2 


( t + ; ) 

* ] 


ட்டுப்பாடு : w 


= 


t 


- 


கட் 


() ; 
2 ; 


9. t = () ஆனால் ; y 


- 


0 , 


dy 

= 0 என்ற கட்டுப்பாட்டில் 
dt 


daw 


+ 49 


A sin pt என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வு , 


dt2 


-- ( 1 ) p + 2 ஆனால் 9 ( 4 – p °) = A (sin pl - , in 24 ) 


எனவும் , 


- 


--- 


- 


- 


2t cos 2t ) எனவும் 


(2) P 

2 ஆனால் 8y A ( sin 2t 
நிறுவுக . 

10. ( D ? + 4 a ) 9 cos 2 ax . 


- 


11. ( D2 + 16 ) y = sin 4 0 . 
12. ( D2 + 1 ) y = 2 sin x + 3 cos x . 
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20.83 X = xm ஆனால் f ( D ) = X- ன் தீர்வு காணும் முறை : 
f ( D ) y = xm தீர்வு காண்க . 

1 
y - 

f ( D ) 


- 


mla 


20- 831 எடுத்துக்காட்டு ( 1 ) : 
தீர்வு காண்க : (D2 + 2D - 3 ) y = 4 2 : 2 

4 2 
y D2 + 2D - 3 

4.02 

2 D2 
31 
3 

3 


* ( 1- ++ } ) 


4.02 


D2 
D + 


2 


2 
3 


1 


--- 
3 


D + 


D2 
31 


3 


என்று 

ஈருறுப்புச் சேர்க்கை ( அல்லது பல்லுறுப்புச் 
சேர்க்கைத் ) தேற்றப்படி விரித்தெழுதித் தீர்வு காண 
வேண்டும் . 


* " + 3D ( * )- " ( # ) ; _ ( * ) 


இங்கு விரித்தெழுதலை , D2- க்கு மேற்பட்ட படிகளுக்கு 
மேல் கொண்டுபோகத் தேவையில்லை . 

4 14 
x2 + M + 
3 3 

9 
து சிறப்புத் தீர்வாகும் . 


- 


எடுத்துக்காட்டு ( 2 ) : 

( 3y 
தீர்வு காண்க : + 8y = x + 22 +1 

da3 
04 + 20 +1 
y = 

D3 + 8 
34 + 20 +1 

D3 
8 [ 1+ 

8 
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இங்கு D வரை விரிவு போதுமானது . 


- *(1 + )"> (x + 2=+1) 

+ ( 1 -- )".....) ( x + 2 = +1 ) 
* ty = x ( x + 28 +1 ) - - Dr ( x + 2 : +1 ) 
- 1 (x + 24 - 

+ 2x +1 ) - - (43-23 ) 
= 1 (s- = +1 ) சிறப்புத் தீர்வாகும் . 


m 


எடுத்துக்காட்டு ( 3 ) : 

தீர்வு காண்க : ( D3 + D ) y = 4 x2 
உதவிச் சமன்பாடு m3 + m = 0 

= 0 , m = 

+ 
துணைத் தேர்வு = 0 + A cos x + B sin x . 

4 2 
சிறப்புத் தீர்வு 9 

D (D2 + 1 ) 
Dy = ( 1 + D2 )-1 4 22 

( 1- D2 .. ) 4 2 
= 4 x2 

8 

403 
ஃ y = 

3 . 


- 


- 


- 83 


4 13 


ஃ . முழுத்தீர்வு y = C + A cos M + B sin x + 


-8 . 


3 


பயிற்சிகள் 20 ( d ) 


தீர்வு காண்க : 
1. ( D2 + 1 ) y = 4 
2. + D + 
( D) + D + 1 ) y 

da 
3 . 

5t + 2 
dt2 dt 
4. ( D3 + 4 D ) y 

4802 
5 . ( D4 - 4D ) 9 

9622 


d2x 


- 
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- 


V 


. 


1 


அதாவது,f ( D ) [ca 


] 


20.84 X = e & x V என்ற அமைப்பு - V என்பது x- ன் ஒருசார்பாகும் . 
D ( eax V ) 

= (ue & x V + eax DV 

eax ( D + a ) V 
D2 { e & x V ) 

aeax ( D + a ) V + e & x ( D? -- a D ) V 

= ( ax ( D + a ) 2 V • 
பொதுவாக Dn ( eax V ) = € ax ( D + a ) V • 
f ( D ) [ eax V ] = e & x f ( D + a ) V என்பது வெள்ளிடை . 

( 1 ) 
இப்போது f (D + a ) V = V, எனக் கொள்வோம் . 

1 
அப்போது V = 

( D + a ) 
இங்கு V. ஓர் x- ன் சார்பாக இருக்கும் ; 

ஏனெனில் , V 
ஓர் x- ன் சார்பு . 
இந்த V- ன் மதிப்பை ( 1 ) -ல் ஈடுசெய்தால் , 

f ( D ) [ eax V ] = eax V , 
V. 

eax V 
f ( D + a ) ) 

1 
இரு பக்கங்களையும் 

என்ற 

தலைகீழ்ச் செயலியால் 

f ( D ) 
இயக்கினால் , 
1 

1 
f ( 

ear V , - 
f ( D ) 

f ( D + f ( D ) 
eax V. 1 

f ( D + a ) f ( D ) 
எனவே , பொதுவாக 
1 

1 
eax V = eax 

V 

f ( D + a ) 
என்ற உண்மை கிடைக்கும் . 
இப்போது f ( D ) y == eax V ஆனால் , 

1 
சிறப்புத் தீர்வு 

eax V 
f (D ) 

1 
= eax 

V ஆகும் . 

f ( D + a) 
இதைப் பயன் படுத்தி பூ காணலாம் . 


V 


4 ] 


V 


. 


e 


1 


• f ( D ) 


--- 
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எடுத்துக்காட்டு : 
தீர்வு காண்க : ( D2 + 3D + 2 ) y = ex sin x 

1 
y 

ex sin x 
( D2 + 3D + 2 ) 


1 


|| 


- 


ex 


sin x 


( D + 1 ) 2 + 3 ( D + 1 ) +2 


ex 


sin w 


. 


D2 + 5D + 6 
(sin a cos x ) 

சிறப்புத் தீர்வு . 
10 


ex 


பயிற்சிகள் 20 ( e ) 


| 


தீர்வு காண்க : 

1 . ( D2 +2 ) y = x2 e3x + ex cos 20 
2 . ( D2 - 5D + 6 ) y = x2 ex 
3 . ( D2 – 4D + 3 ) y = e - x sin x 

(( D2 + D - 2 ) y = 2ex ( 3x + 1 ) 
5 . ( D2 - 4D + 3 ) y = e2x . x2 . 


20.85 X = x V ; ( V ஓர் x- ன் சார்பு ) . 

D ( W V ) = x DV + V 
D2 ( x V ) = x D2 V + 2 DV 

D3 ( x V ) = x D3 V + 3 D2 V 
பொதுவாக Dn (wV ) = x Dr V + m Dn - 1 V 


= x Dn y + 


V 


ஆகவே , 


( A.D ) 
I ( D ) ( * V ) - # / { D } v + [ A / } ] 


- 


( 1 ) 


செயலியைப் பயன் 


wf ( D ) V + fl ( D ) V. 
1 

என்ற தலைகீழ் மாற்றுச் 
f ( D ) 
படுத்தி இயக்கினால் , தீர்வு காணலாம் . 


9 
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= 


V 


\ 


11 


: 


f ( D ) V. 


( 1 ) -ல் f ( D ) V = V , எனக் கொள்வோம் . V , V , இரண்டும் 
x- ன் சார்புகளாகும் . 

1 
: V 

f ( D ) 
இந்த மதிப்பை ( 1 ) -ல் ஈடு செய்தால் , 
1 

f1 ( D ) 
f ( D ) V TV + 

( 2 ) 
f ( D ) 

f ( D ) 

1 
இப்போது , இரு பக்கங்களையும் என்ற தலைகீழ் மாற்றுச் 

f ( D ) 
செயலி கொண்டு இயக்கினால் , 
1 

1 1 

1 f1 ( D ) 
( D ) VI 

V. + 
f ( D ) f ( D ) f ( D ) f ( D ) f ( D ) 

V1 , ( 3 ) 
1 

1 1 f1 ( D ) 

V. 
f ( D 

f ( D ) f ( D ) 
f1 ( D ) 1 

f ( D ) f (D ) 
குறிப்பு.-- இம் முறையைப் படிப்படியாக , x V என்ற 
சார்புக்கும் பயன்படுத்தலாம் . 

எடுத்துக்காட்டு ( 1 ) : 
தீர்வு காண்க : ( D2 + 1 ) y == ce3x . 

1 
y D2 +1 

( xe3x) 
2 D 

1 
D2 + 1 D2 + 1 

2 ] e3x 
D2 

10 
xe3x 

1 3g3x 
10 

9 +1 
xe3x 3e3x 

சிறப்புத் தீர்வு . 
50 


- 


V 


- 


e3x 


- 


// 


( 


+1 


- 


10 


v sin x 


எடுத்துக்காட்டு ( 2 ) : 
தீர்வு காண்க : ( D2 - 1 ) y = 

1 
y 

x sin x 
1 
2D 


D2 


1 


= 


sin 


D2 


D2 


1 
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2D 


sin x 


( * - 


sin x 


D2 

( - 2 ) 
x sin x 

2 
+ 
[ 2 

D2 - 1 
x sin x 

COST 
+ 
2 

1 - 1 
x sin a 

COS X 
2 

2 
1 
2 


- ( w sin a + cos x ) என்பது சிறப்புத் தீர்வு . 


பயிற்சிகள் 20 ( f ) 


01 . 


( D2 + 4 ) y = x sin x 
2 . ( D2 + 1 ) y 

4.x sin x 
3. ( D2 + 4 ) y 9622 cos 28 
4. (D2 + 6D + 18 ) 9 108 x2 e - 3x cos 38 
5 . ( D2 - 1 ) y = 2 sin 38 . 


= 


+ Pix - 1 | 

பகுதி 21 

க 
சம ஒருபடிச் சமன்பாடுகள் 
dey du - ly 

dy 

+ . . . + Pn - 18 + pay = X ( 1 ) 
dan dxn - 1 

dx 
என்பது 

ஒருபடிச் சமன்பாட்டமைப்பாகும் . இங்கு 
PI , P3 , மாறிலிகள் ; X ஒரு x- ன் சார்பு . 


an 


சம் 


முறை : 2 = loge , அல்லது x == e என்று ஈடு செய்து , 
இதை மாறிலிக் கெழுக்கள் மட்டுமே கொண்ட ஓர் 
சமன்பாடாக்கித் தீர்வு காணலாம் . பின்னர் x = ez என்று 
ஈடுசெய்யலாம் . 


Z = loger எனக் கொள்க . 


dz 


1 


ச dy 
da 


= 


dy 
dz 


dy 
dz 


doc 


3 


day 
dx2 


- 


II 


day 
d22 


dy 
da 


day 
მე-3 


day 


= 


15- : ச 


dy ) 
dz 


) 


dz2 + 2 


-- 


- 


- 


- 


| 
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பொதுவாக 

dry 


1 


[ 


m { n - 1 ) 

2 


+ 


dra 


n 


dan 


dzs - 1 


dy 


+ ( -1 ) P - 1 { n - 1 ) ! 


* ] 


என்பதை நிறுவலாம் . 


d 


இங்கு 


- க்குப் பதிலாக 9 என்ற செயலியைக் கையாண் 


dz 


டால் , 


9y 


& Dy 
x2 D2 y = 0 ( 0 – 1 ) 3 
3 D3 y == 0 ( 0 - 1 ) ( 6 - 2 ) y . 


= 


ஆகவே 


an 7 g 6 ( 9 – 1 ) ( 6 – 2 ) ... ( 9 – n + 1) y . 

கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடு ( 1 ) -ல் 2 = logo 
என்று ஈடு செய்தால் , அச் சமன்பாடு ( 1 ) பின்வரும் உருக் 
கொள்ளுகிறது : 
( 0 ( 6 - 1 ) . . ( 6 – n + 1 ) + P1 9 ( 9 - 1 ) . . . ( 9 - n +2 ) . . . 

+ Pn - 1 0 + pa ] y 
= Z 

( 4) 
இங்கு Z என்பது 2 - ன் 

சார்பாக இருக்கும் . 


( 4) 


என்ற 

சமன்பாட்டைச் சுருக்கி எழுதினால் , 
( on + P , G e - 1 + ... + Py ) y = Z என்ற அமைப்பில் வரும் . 
இங்கு P , P , .... P. மாறிலிகள் . முன் பகுதி 20 - ல் கூறிய 
முறைகள் கொண்டு 

இதன் துணைத் தீர்வு , சிறப்புத்தீர்வு , 
முழுத்தீர்வு யாவும் அறியலாம் . 


உதவிச் சமன்பாடு 1m2 + Pump - 1 + ... + P. = 0 

எனக் 
கிடைக்கும் . இதன் தீர்வுகள் my , m , . . . mn என இருக் 
கட்டும் . 
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ஃ துணைத்தீர்வு 


m , Z m ., z 

mn Z 
Y = C e 

+ Ce + ...... - Cre 


mn 


ni 

my 
+ Co 


- 


= C , 


+ .... C. R 


mr log x 


mr 


mr z 
e 


ஏனெனில் , 


== W 


ஆகும் . 


உதவிச் சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் சில சமமாகவும் , சில 
கற்பனை எண்களாகவும் இருப்பின் , துணைத் தேர்வில் உரிய 
மாற்றங்கள் செய்யவேண்டும் . 


சிறப்புத் தீர்வு : 


f ( 0 ) y = Z 


1 


9 


/ 


-- 


f ( 0 ) 


இங்கு தீர்வு கண்டபின் 2 = log a என ஈடு 

செய்யின் , 
கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடு ( 1 )-க்குரிய சிறப்புத் தீர்வும் 
கிடைக்கும் . துணைத் தீர்வையும் சிறப்புத் தீர்வையும் கூட்ட 
முழுத் தீர்வு கிடைக்கும் . 


| 


எடுத்துக்காட்டு ( 1 ) : 
தீர்வு காண்க : 

day 
dw2 

da 


dy " 


3w 


+ 4y 


loge x 


3 = loge x என ஈடுசெய்ய , 


( 8 ( 6 - 1 ) - 39 + 4 1 


y = 2 


40 + 4 ) y 


2 . 


துணைத் தீர்வு காண , 

n2 40 + 4 == 0 


- 


m 


- 


2 , 2 


212 


தொகை நுண்கணிதம் 


( c + c 2 ) ea 
= ( c + cg log x ) 22 - துணைத் தீர்வு . 


N 


சிறப்புத் தீர்வு y = 


82 ) 


40 + 4 


2 


|| 


2 


4 (1- ; ) 
( 1- ; ) 


2 


= 


4 


2 


ம 


= 


( 1 + 9 ... ) 


4 


= 


* + + 


log x +1 

4 


log x + 1 


ஃ முழுத்தீர்வு y = ( c + r , log a ) 22 + 


எடுத்துக்காட்டு ( 2 ) : 


தீர்வு காண்க : 


day 
daca 


+ 5 : 


dy 
dx 


+ 4y = x4 


logex என ஈடுசெய்து 6 = x 


d 
dx 


எனக் கொள்க . 


* [ 949-1 ) 


4z 


9 ( 9 - 1 ) + 

1 ) + 50 + 4 


] = 


4z 
! ( 82 + 49 + 4 ) y = e 


வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் 


துணைத் தீர்வு : 


-- 
--- 


y 


( cy + cgz) e -22 
( 1 + (alogy ) 


- 


12 


47. 


சிறப்புத் தீர்வு : y 


82 -- 40 - 4 


eta 


24 


35 


36 


( cy + c logw) 
ஃ முழுத்தீர்வு y == 

+ 


361 


குறிப்பு .--- வலது கைப்புறம் win ஆனால் , சிறப்புத் தேர் 
காண ஓர் வாய்பாடு : 


d . 
dx 


எனக் கொண்டால் , 


1 
f ( 0 ) 


) 


wm 


-- 


1 
f (m2 ) 


wய என நிறுவலாம் . 


d 


தெரிப்பு : 


) 


wm = mamm 


du 


( = A ) --- ( = 4 ) - 


Tham 


- 


ma xm 


( * A ) am - ( * 4 ) w s 


= in3 pm 


அவ்வாறே , 


1 ஒரு கூட்டு முழு எண் ஆனால் , 


T 


0 


1 ) 


irm 


- 


mr rm 


da 


f ( 0 ) w ! = f (am ) witu 


TO 


ஃ 


274 


தொகை நுண்கணிதம் 


1 


இரு பக்கங்களையும் 


என்ற 


தலைகீழ் 


மாற்றுச் 


செயலியால் இயக்கினால் , 


T f ( 9 ) 2 


f ( a ) am = 


- 


1 
f (e ) 


f ( m ) 2.m 


1 
f ( 9) 


am 


1 
f ( m ) 


tn . 


எடுத்துக்காட்டு ( 3 ) : 


தீர்வு காண்க : 


dey 


( 5 + 28 ) 


dy 
- 6 ( 5 + 23 ) 

dac 


+ 8y = 0 


daca 


u 


5 + 26 எனக் கொள்க . 


dy 


du 


dy 
da 


du 


da 


2 


dy 
du 


* - 4 ( 2 ) 

= 2 4 ( 6 ) : 


dey 
das 


. சமன்பாடு , 


4 12 


- 6. 2 • u 


dy 
du 


+ 8y = 0 


dua 


வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் 


27.5 . 


அதாவது , 


u2 


dy 
du 


Зи 


-- 20 = 0 . 


dua 


d 


log u எனக் கொண்டு = 


( 


o 


என 


du 


செய்தால் , சமன்பாடு 


[ 9 ( 6 - 1 ) - 39 + 2 

| 


-- 


y 


0 என மாறும் . 


0 


அதாவது , ( 92 - 40 + 2 ) ! 


உதவிச் சமன்பாடு m2 - 4in - + 2 = ) 


m 


2+ 12 


ஃ தீர்வு 


A cosh V2 2 + B sin is V 23 

22 ) 
[ A coshi ( V z log u ) + B sinh ( v z log u 

+ ( z ] 


= ( 5 + 20 ) 2 / A cosh ( V2 log 5 + 20 ) + B 


sinh 


( V2 loy 5 + 2x ) 


] 


குறிப்பு.- பொதுவாக 


day 


n - 1 


ப - I 
d 

y 


( ur-+ ba ) n 


+ P , (a + bx ) 


+ .. + Puy = 1 (x ) 


dan 


n - 1 


da 


--- 


2 


a + bx 


என 


என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வு காண , 
செய்து , 


do y 


P. 


1 


4 


2N 


+ 


P1 
b 


2 N - 1 


-1 
d 

y 

+ 
n - 1 
dz 


+ 


1 . 


F 


y 


dan 


bn 


b 


என மாற்றியமைத்துப் பின்னர் அதன் தீர்வு முன் கூறப்பட்ட 
முறைகளில் காணலாம் . 
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தாகை நுண்கணிதம் 


பயிற்சிகள் 21 . 


தீர்வு காண்க ! 
1. ( D3 - 4 x2 D2 + 5x D - 2 ) y = 1 . 
2. ( x D ’ + 3 % D + i ) y = 0 . 
3. ( x2 D2 - 3x D + 4 ) y == 4 . 
4. - (x2 D2 + 4x D + 2 ) y = ex . 

dy 
3. ( x + a ) - 4 ( x + a ) + 6y = 0 . 
daa 

da 
• 6. ( x2 D2 + x D - 4 ) y = ( log x + 1 ) 2 . 
7. ( 2 x2 D2 - 5 x D + 5 ) y = 

= cos ( 2 log :) . 
8. ( x2 D2 + 3 D + 9 ) y = 323 + sin ( 3 log x ) . 


32 y 


1 


* 9 . (x2 D ? - 2) y = x + + 
10. ( x2 D2 -- 6 ) y = 50s log x . 


4 


. 


* 


* 


J 


- 


+3 + L 


* 


-- 


விடைகள் 


பயிற்சிகள் 1 . 


1. 3 log w - 202 


n + 2 


2 W 


m +2 


a 


3 . 


+ 


b 
( m -- 2 ) -2 


+ 


31 


3 ) or 


( m - 1 ) - 1 


1 


4. 


2 
22 


3 


3 
3 


20 


5. 1 ( a + sin x ) 


6. 1 ( c 


- 


sin.y)) 


+ ( x - c4 ) . 


=c: 


2 


7 . 


10 


--- 


5 


8. 24 + 330 


-- 


- 


4 MB 


3/2 


2 


9 . 


0 


+ 


2 

M 
3 


10 . 


+ blogs 


T 


78 


தொகை நுண்கணிதம் 


W 


2 . 


பயிற்சிகள் 2 ( a ) . 

( 6 - ax ) 1 + 1 
1 .1. !2 + 2 ); 2(ax + b)672 
4 5a 

( n + 1 ) a 
(a + an + 1 ( 3x + 2 ) 5 ( 2 3x ) " +1 
n + 1 

15 3 ( n + 1 ) 

n + 2 

– 2 ( 4- 3x ) 
(x - 4- a )3!2 ; ( 2x − a )7/2 ; 

3 ( n + 2 ) 
1 

1 
3 . 
2 ( a + 7 ) 

1 ) ( 1 


2 


1 
24 ( 3 


4 ( 90 


4.x )n-1 ; 


4.x ) 


1 


4 , 2 VX + a ; 


2 
b 


a 


bx ; 


( q 


9 
p ) a 


( b + ax ) 


P 
q 


х 


per 


5. 1e4x + 1 ; 


amx 
1 e 4-3x ; 2 ; 

m logea 
sin ( 2.c + 3 ) ; tan ( 1 - 2x ) ; 

sec 23 ; cosec ax . 


6 . ** cos 4x ; 

1 cot 5x : 


1 sin ; 4x ) ; 


7 


( 


x + 


1 
2m 


sin 2 mx ) ; 


2x ); 


VI 


2 (a 


b ) tan : 


8 . 


ch 


1 Tsin ( m + n ) 

sin ( m 

n ) 2 
cos 2 x ; 

+ 
4a 

( m + n ) 

( m n) 
1 1 

1 
cos 4x + 

2 COS 

sin 60 
cos 4 x 

6 
1 

3 1 

3 
sin 3.x + 

COS 2 ; 
12 

4 12 

4 
1 1 1 

3 
sin 9.x. + sin 3x ; CON 3 22.2: 

COS m . 
36 4 

tan 


9 . 


sin x ; 


Cris 37 


12 11 


1 


1 


1 

CON 
24 


6.7 


cos 4 :x 


cos 2 : 2 ; 


16 


8 


1 


1 


1 


sin 3.0 


sin ? 


cos 5.8 ; 


20 


4 

3 


1 


EY 


cos 2.v. 


COS 6x 
192 


64 


விடைகள் 


279 


. 


பயிற்சிகள் 2 ( b ) . 


1. sin - 1 ( 2. ) ; } sin - 1 


; 


1 


sin - 1 


B 


2. $ tan -1 ( 3x ) ; 


; 


bar 


1 

tan-1 
ab 


a 


( ) 
o ente ) 
( sv ) ; i una nits) 

). 
( as 6 ) 

(ar + b ) ; home 
sin h4 0 

-4 ( ax + ) ; con W - 4 (ax + b ) ; 
w ( s): -co ( ) 


1 


1 


brax 


3 . 


sin - 1 ax + b ) : 


sin - 1 


i 


a 


a 


m 


1 


1 


aux 


tan - 1 


tan -1 


; 


a 


am 


1 


a 


1 


sin h- 1 


a 


1 


sec 


- ( 5) 


a 


4 . 


1 

COS 
n 


( zu ). 


5. sin -1 


6. log ( c? + V1 + x4). 
7. 2 sin vx 


8 . 


tan 


2 a2 


aa 


1 


9. 1 log ( 24 – 9 ) + 


3 
log 

1x2 + 31 


12 


10. log (24 t . x- ) . 
II . } log sec 2 « . 


2.80 


தொகை நுண்கணிதம் 


1 


.12 . 


log sin mx . 


m 


14 . 


15 . 


1 
13 . 
2 ( 1 -22 ) 

1 
1 + cos2 

log ( cot -1x ) . 
16. | ( cos -10 )2 . 

2 ( 1 + VŽ )" !! 
17 . 

n + 1 
18. log ( e2x + 1 ) . 

( eax + 1 ) n + 1 
18 . 

a ( n + 1 ) 


C° 


sec 11-1 

X 


( n 


20 . 

1 ) 
log ( a + b sin x ) 

a 
b 
22. 2 [ ] 23/2 - * x + vž – log ( 1 + Væ] } , 


21 . 


1 


23 . 


log ( 1 + 2x6 ). 


12 


1 


n + 1 


24 . 


1 1 
+ 

X 


) ** 


n + 1 


25 . 


cos ( log x ) . 


cot - 1x 
e 


26 . 


27 . 


1 

sin h- 1 
V6 


[ ... cour ] 


sin 5x 


28 . 


29. tan ? 2.x. 


1 


30. 


6 ( 3x2 + 4x + 2 ) 3 


28 


விடைகள் 


- 


- 1 


. 


31 . 


n . ( sec x + tan x ) . 


32 . 


2 


tan w + m sec x 
( 1-8 ) ( sec x + tan en 


33 . 


tan - 1 ( ex ) . 


1 


aex) 


34 . 


tan-1 


( * ) 


- 


ab 


i 


35 . 


--- 


sinh 2 


7 


36 . 


( m - 


1 ) cosh n -1 


1 


37 . 


1+ cot w 


38 . 


tan ( 1 + log w ) . 


39 . 


- 


1 
V1 + x2 


40 . 


sin . 


41. tex ". 


42 . 


2 cos 


( VT ) . 
* [ cer ( 5 ) - T = " ) 


. 


43 . 


-- 


2 


44 . 


log ( 1 + 3 cosen ) . 


1 


1 


45 . 


அல்லது 


( 1 + 2 x2 ) 
( 1 + 2 ) 


. 


( 1 + x2 ) 2 


4 


1 


; 


வேறுபாடு 


ஒரு 


மாறிலி 


(1+ ) 


மாத்திரமே . 


982 


தொகை நுண்கணிதம் 


. 


1 . 


2 


பயிற்சிகள் 3 . 
x tan x + log cos X. , 

a cot x to log sin x . 

* cos x + sin x . 
22 

202 
log 2 
2 

4 


3 . 


- 


4 . 


3.1 + 1 


20 + 1 


n + 1 


5 . 

log a 

(n + 1) 
6. log « [ log ( log 3 ) – 1 ] . 

ex 
7 . ( 232 

2x + 1 ) . 
4 

1 
8 . 

log a ( log a ) ? 
9. ex [x2 1 ] . 


X 


[ 16 


sin 24 


X cos 2x 


10 . 


8 


4 


11 . 


x log 2 


12 . 


& sin 


( * ) 


+ Na² - x² . 


13 . 


x tan -12 


log ( 1 + x2yt. 


- 1 
14. x cot-2 x + log ( 1 + x2; 


ex 


15 . 


X + 2 


16 . 


ex ( x + 1 ) 
( x + 2 ) 


17 . 


ex 
x ta 


C 


18 . 


2.x2 1 

sin -lx + 
4 
22 

cot -1 x + 3x + cot- ) x . 
2 


19 . 


விடைகள் 


20 . 


a ( log x ) 2 – 2 : ( log 2-1 ) . 


27T 


22 
. 


3 


23 . 


1 . 


7 


24 . 


9 


20 . 


x tan- . - log ( 1 + x2 ) 1/2 - 1 ( tan -I x ) 2 . 


26 . 


[ (x + 1 ) V 8–22–23 +9 sin 


( ** )] 


1 


41 V 2 


27 . 


( 4x - + - 3 ) — 2x2 + 3x - 4 


8 


32 


3 

2 
2 


-2 


) ; 


28 . 


1 


( x + 4 ) V 72 + 8x + 25 + 9 


log ( 2 + 1 + 

✓ ** + 
) 
log {(x + 4 ) + V x2 ++ 82 +25 , 


} ] 


29 . 


€ 3x 
25 


( 3 cos 4x + 4 sin 4.x ) . 


30 . 


ex 


+ 


2 sin 2x + cos 2x: 

10 


1 


ax 


31 .. 


log a 


sin 3 


CON 2 


1 + ( log a ) ? 


e -3x 


32 . 


2 sin ( 2 :2 - 3 ) - 3 cos ( 2x 


3 ) 


13 


1 
0] 
12 ] 

1 


4 cos 8x 


cos 22 


sin 2x 


sin 8x 
33. 2x 


+ 


68 


cos 3.x: + sin 3.7 


34. ex 


cos 5x + 5 sin 5.0 

68 


+ 


12 


[ 
M 


5 cos 2x + 12 sin 2x 


36 . 


ely 


( 3 cos 2 :7 + 2 sin 22 ) 


13 


169 


தொகை நுண்கணிதம் 


36. ( 202 + x + 1 ) 3/2 


7 ( 2x + 1 ) 

8 


( 3c2 + x + 1 ) 1/2 


21 
16 
20 + 
V3 


37. ( x + 2 ax + b ) 8/2 . 
38. $ ( ax2 -- 2 bx + c ) 8/2. 


a2 


39. } (x2 + ax) 3/2— 

4 


4 


:[ (- + ) # + a 

log ( x + y + v + as )] 
40 : $ ( 3 — 2.2 — 223/2 – 1 | 

+ [(c 

- * 7 )] 


1 ) 


NI2x - x2 + 4 


sin - 1 


பயிற்சிகள் 4 ( a ) . 


1 


1 . 


6 


2 . 


3 . 


105 (173) 
1 , 108 (3 + 3 ) 
los ( # 5) 
105 * 

. ) . 
S : 2 ) 
( 

1 ) . 
10g (x 1 ) - ( x + 2). 


4 . 


1 + 2x 

2x 


3x 


1 


6. log 


2x 


+1 


7 . 


22 


8. log 


32 


விடைகள் 


28*5 


31 


44 


9 . 


log ( a 


3 ) + 


25 


25 


16 
log ( x + 2 ) + 

5 ( x + 2 ) 
8 

27 
log ( x + 2 ) + 
3 

20 
log ( 2x + 3 ) 1 . 


1 


1 


10 . 


X + 


loy (2 


NA 


1 ) 


2 


15 


a 


11 . 


Σ 

Σ 


log (x – a ) . 
( a - b ) ( a c ) 

( p – a ) ( p - b ) ( p - c) 

( p a ) ( P r ) 


12. + 


log ( a 


a ) ) 


1 


1 


13 . 


log 


( 


9 


x + 2 


3 ( x - 1 ) 


1 


14 . 


Aug 15 (671) + 3x + 1 


4 
9 ( x + 1 ) 


2 


ܘܐ 


15 . 


4 log ( 


2 ) 


3 log ( 2x 


1 ) 


2 


( x - 2 ) 2 


பயிற்சிகள் 4 ( b ) . 


3 


1 


1 . 


tan - 1 


( 17 ). 


✓ 2 


x + 1 


2. log ( x2 + 2x + 5 ) + 1 tan 


( 


2 


- ). 
( ** ) 


1 


tan 


3. log (2x2 + x + 3 ) + 


2 N 23 


4 , 


1 
875 


tvo 


log ( 


V5-1 + 24 
✓ 5 + 1 


5 + 


:) 


5 . 


- 2 + log ( 1 - x - 2 ) - 2 V3 tan - 1 


2a + 1 
✓ 3 


( ! ) 


23 


6 . 


3 


- + + log ( * + * + 1 ) 

123 


tan - 1 


(** ). 


7. cosh - 1 ( 

2-3 ). 


தொகை நுண்கணிதம் 


10. sin - 1 


8. 17 + * + T – 4 mint * ( *** ). 
0. V2 + 2 = 3 - 1 col- ** ). 

( ) 
11. – 2 sir* ( V ) 
( :) 

of 100 ( + + v ) 
• 14. 4 ° N 22 – 2x + 4 + 3 log ( * - 1 + V x2 – 2x + 4:) 


2x 


12 . 


sin - 1 


a + b 
a + b 


13. V 4x2 + 5x + 6 + 


1 


11 


15 . 


( 4x 


- 5 ) V 2.2 


.. 


x + 2 


16 


64 


los (3-4+ v7 - 1x +1). 


7 


1 


16 . 


3 


24 


96 


115 
X + 

V x2 + x + 1 
192 
111 

2a + 1 
sinh - 1 
384 

V3 


( ** ) 

( 


15 


17. ( 2. --- 5 ) V 1 :2 + x + 1 + 


siull -1 


2x + 

V3 


8 


பயிற்சிகள் 4 ( c ) . 


1. 2 ( V3 

tan - Vx) 
2 
2 . V x + 5 ( 3x2 

20 : c + 200) + 2 (x + 5) . 
15 

V x 5x3 + 6x4 + 8 :7 + 16 
4. log [ V 1 + x3 -- 1 ] long [ 1 + x + 1 ] . 


3 . 


விடைகள் 


287 


5. 2 x + 2 


4 tan - 


(*** ) 


6. ót --- 2 V x + 2 log ( 1 + ) . 


7. log 


8 . 


( +45) 
V 108 [ 3637577] 
- [ 17 + + (8 + xy + + 

+ log {(x + ajo – 1.} ] 
10. 60 * + log Live 

[v ] 


1 


9 . 


பயிற்சிகள் 4 ( d ) . 


1 . 


NIE 
GE ) 


2 . 


1-22 


1 


3. 


X 


+1 


1 


wint ( 7 ) 


V 2 


ve 

♡ 


1 


} 


x + a 


5 . 


a 


a 


-1 


6 . 


( 


1 

3 + 5x 
sinh 
✓ 11 

2 ( 1 - 2x ) 
5 
( 1 + x ) ( 2 - x ) ( 1 2) 


2 ) 


7 . 


1 


8 . 


V1끊 


cosh 


3x + 8 
4x + 6 


) . 


1 
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தொகை நுண்கணிதம் 


9 . 


sin 


12ㅎ 
va 


10 . 


log 


( 3) 

nu a few times ) 
" ( ). 


a + bx + Nova + - 26x + cx 


1 


11 . 


cot 


✓ 2 


12 . 


{ lig ( 2 + v 3 ). 


13 . 


log ( 2 + V3 ) . 


u 


14 . 


. 


[ ninh ( 1 ) + sinh ; )) 
sina ( - (175 ) 


c 


* +3 


15 . 


Võ ( 1) ) + cos - 


பயிற்சிகள் 4 ( e ) . 


2 
tan 

2 


+3 


1 . 


log 


X 


3 


- 


tan 


2 


2 


2 . 


tan -1 


X 
tan 

2 
5 


2 tan 


+1 


2 


3 . 


1 
3 


log 


x 


2 tan 


+ 4 


2 


2 


4 . 


1 t tan 


2 


X 


2 tan 


+3 - 15 


2 


5 . 


1 

log 
75 


2 tan 


+ 3 + 15 


2 


289 


விடைகள் 


6 . 


1 
206 


20 


log 


( -5 ( tan en 
v3 ( 


1 ) +2 v2 
* ) +2 v2 


tan 


2 


+ 


1 

log ( cos x + sin x ) . 
2 


2 


L - log ( cos x + sin x ) . 


3 . 


2 


2 


1 
✓7 


9 . 


늙 


tan - 1 


4 tan x + 13 

✓ 7 


). 


1 


2 tan 


mx 
2 


10 . 


tan -1 


6n 


3 


# 
tan 

2 


+3 - 2 1 2 


11 . 
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4. மையத்திலிருந்து 


மைய 


அரைவிட்டத்தின் மேல் 


Зап 


16 தூரம் . 


5. அச்சின்மேல் உச்சியிலிருந்து 


31 
4 


தூரம் . 


பயிற்சிகள் 15 . 


2 


1 . 


M 12 . 


5 


HA 


2 . 


M ah . 


3Ma2 


3. ( i ) 


; ( ii ) 2 Ma2 | 


2 


4. M ( R ? + r ) . 
5. S M a ( பக்கம் = 2 a ) . 
2 

Maa 
9. ( i ) Ma ? ; ( ii) 
3 

12 


( 


+ " ) : ( a ) M ( * * ). 


2 + 62 
10. ( i ) M 

4 
3 M ( a5 - 55 ) 
11 . 

10 (a3 - 53 ) 

Maa 
12 . 

24 


பயிற்சிகள் 16 . 


1. T a 1 ; 27 al . 


பயிற்சிகள் 17 . 


1. ( a ) 


dy 
( la: 


dy 
da 


y 


* ) - ( ) . 


- 


-- 


day 


( 6 ) 


+ may 


{ a ) s ( 42 ) - 2ry. 


296 


தொகை நுண்கணிதம் 


2 . 


22 + ( 42 ) = ) 

a ) = 2 = [ 1 + ( x ) ) ; 


3 . 


C 


} 


dy 
da 


. 


பயிற்சிகள் 18 ( a) . 
1. 374 + 4 ( 3 + 1 ) = 0 . 
2. w4y 

= cey 
33. ( x + 1 ) 2 -- ( y + 1 ) 2 + 2 log ( x - 1 ) ( y - 1 ) = 0 . 
4. // = 0 ( 1 - ay ) ( x + a ) . 
-5 . ) 
tan - 1 ( ar ) = tan - 1 ( 1 ) + C அல்லது ! - x = 0 ( 1 -- xy ) . 
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